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Über die Variation der Doppelintegrale. 


Von Herrn Alfred Haar in Klausenburg (Kolozsvär). 





Unter dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung pflegt man — 
soweit es sich um Probleme handelt, bei denen die unbekannten Funk- 
tionen nur von einer Veränderlichen abhängen — das folgende von P. Du 
Bois Reymond herrührende Theorem zu verstehen : 

Ist u(z) eine Funktion von x, welche stetig ist im Intervall x, <r<z, 
und ist 


22 
# ua). de = 0 


für alle Funktionen &(z), welche in z, und z, verschwinden und eine ste- 
tige Ableitung im betrachteten Intervall besitzen, so ist u (z) = const. 

Mit Hilfe dieses Theorems leitet man bekanntlich in der Variations- 
rechnung aus dem Verschwinden der ersten Variation die Euler - Lagrange- 
schen Differentialgleichungen ab, wobei man außer der Existenz und 
Stetigkeit der ersten Ableitung der Lösungen, keine weiteren Annahmen 
über den Charakter dieser Funktionen zu machen braucht. 

Wenn man hingegen diejenigen einfachsten Probleme der Varia- 
tionsrechnung betrachtet, bei denen die unbekannte Funktion von zwei un- 
abhängigen Veränderlichen abhängt, so ist es bisher nicht gelungen, das 
Problem in Differentialgleichungen umzusetzen ohne die — ganz unnatür- 
liche — Einschränkung zu machen, daß die Lösung eine zweimal stetig 


differenzierbare Funktion ihrer Veränderlichen sein soll. In der Tat kann 
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in diesem Falle — wie Herr Hadamard durch ein einfaches Beispiel ge- 
zeigt hat*) — aus dem Verschwinden der ersten Variation nicht auf die 
Existenz der zweiten Ableitungen der unbekannten Funktion geschlossen 
werden; in dem von Herrn Aadamard angegebenen überaus einfachen Bei- 
spiel kann man unmittelbar einsehen, daß die erste Variation eines Doppel- 
integrals ganz wohl verschwinden kann, ohne daß die Lösung zweite 
Ableitungen irgendwelcher Art besitzen müßte. 

Nach dieser Hadamardschen Bemerkung schien es zunächst unmöglich, 
das Verschwinden der ersten Variation, ohne weitere Annahmen, in Diffe- 
rentialgleichungen umzusetzen, m. a. W. für die Lösung des Variations- 
problems, ohne die Existenz der zweiten Ableitungen vorauszusetzen, 
Differentialgleichungen abzuleiten. Dennoch gelingt dies mit Hilfe 
eines Theorems, das in voller Analogie mit dem oben erwähnten Du 
Bois Reymondschen Lemma bei Problemen, bei denen zwei unab- 
hängige Veränderliche auftreten, dieselbe Rolle spielt, wie der Funda- 
mentalsatz der Variationsrechnung bei Problemen mit einer unabhängigen 
Veränderlichen. 

Dieses Theorem, dessen Ableitung das Hauptziel der vorliegenden 
Arbeit bildet, lautet, wie folgt: 

Sind u (z,y) und v(z,y) zwei Funktionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen x und y, welche in einem Bereiche ® stetig sind, und ist 


Ware) dzdy=0 


für alle Funktionen & (x,y), welche auf der Berandung des Bereiches ® ver- 
schwinden und innerhalb ® stetige Ableitungen erster Ordnung besitzen, so 
ist das längs irgendeiner im Innern von ® verlaufenden geschlossenen Kurve 
C genommene Integral 


/ wäy— vda) =(; 
(0) 
mit anderen Worten: es existiert unter den gemachten Vorausselzungen ewne 


Funktion w (x,y), die in unserem Bereiche ® samt ihren Ableitungen erster 


.) Ansupien Rendus, Bd.144, S. 1092—1093. Ein anderes Beispiel — wo es 
sich sogar um ein reguläres Variationsproblem handelt — gab L. Lichtenstein. Math. 
Ann. Bd. 69, S. 514—516. 





"| 
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Ordnung stetig ist und deren Ableitungen nach x und y bezw. mit den Funk- 
tionen — U (z,y) und u (z,y) übereinstimmen: 


Ö 6, 

Erin — vd (%,Y), =u (%,Y). 
$ 1 der vorliegenden Arbeit enthält den Beweis dieses Theorems. 
Im $2 behandeln wir die Variationsprobleme 


/ (P, 9,%,%) dzdy = min. und / (P, 9,2,%,Y) dzdy = min. 


(®) (2) 
e- 1-5 
dx’ ayl' 

Auf Grund des im $ 1 bewiesenen Theorems gelingt, es für jede 
Lösung dieser Variationsprobleme, deren erste Ableitungen stetige Funk- 
tionen des Ortes im Bereiche 8 sind, ohne weitere Annahmen über diese 
Funktionen zu machen, ein System von Differentialgleichungen aufzustellen, 
das ım ersten Falle aus zwei, im zweiten Falle aber aus drei Differen- 
tialgleichungen besteht. Es treten zu der Funktion z (z,y) im ersten Falle 
eine, im zweiten Falle zwei unbestimmte Hilfsfunktionen hinzu, so daß 
in beiden Fällen die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der zu be- 
stimmenden Funktionen übereinstimmt. 

Am Ende der Arbeit stellen wir einige Verallgemeinerungen unsrer 
Fragestellung auf, die bei den entsprechenden Problemen der Variations- 


rechnung eine analoge Rolle spielen, wie unser Theorem des $ 1 bei den 
einfachsten Problemen dieser Art. 


$ 1. 


Den Beweis des oben ausgesprochenen Theorems erbringen wir in 
vier Schritten. 
1.) Wir zeigen zuerst, daß zufolge unsrer Annahme das Integral 


auch dann gleich Null ausfällt, wenn die auf der Berandung von ® ver- 
schwindende Funktion & (2,4) eine Kante aufweist. Ich verstehe darunter, 
1* 
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daß ein regulärer Kurvenzug*) (etwa eine Gerade) innerhalb ® existiert, 
längs dessen die Ableitungen >” > und >, 3 (die sonst überall stetige im Be- 


reiche ® definierte Funktionen AR endliche Sprünge erleiden. 
Um dies darzutun, bezeichnen wir mit M eine positive Größe, die 
größer ist, als die absoluten Maxima der vier Funktionen 
st 8 
u(z,Y), v(z,Y), dr’ oy 
im Bereiche ®, und umgeben den Kurvenzug, längs dessen die letzten 
beiden Funktionen unstetig werden, durch eine reguläre geschlossene Kurve 
(etwa einen Polygonzug), die ganz im Inneren von % verlaufend ein Bereich 
b vom Flächeninhalt d umgrenzt. Natürlich können wir diese geschlossene 
Kurve derart, bestimmen, daß dieser Flächeninhalt beliebig klein ausfällt. 


Sodann konstruieren wir eine Hilfsfunktion L(z,Y), die in dem außerhalb 
b liegenden Teil des ursprünglichen Bereichs ® mit { (z,y) übereinstimmt, 
innerhalb 5 aber von &(x,y) verschieden ist und daselbst stetige ersten 
Ableitungen besitzt, deren absoluten Beträge unterhalb M liegen**). Da 
diese Hilfsfunktion auf der Berandung von 3 verschwindet, innerhalb & 
aber stetige Ableitungen erster Ordnung aufweist, so ist zufolge unsrer Vor- 


ot, oo = 
IS + v5) dedy =, 
(8) 
und daraus folgt unmittelbar 


IN uoa + vön)anau = [N ul 52) + vlöy-5,)) dran. 


Da aber alle Funktionen 


aussetzung 


ER. 
u, v, Ir’ dy’ dr’ oy 


dem absoluten Betrage nach kleiner als M ausfallen und d den Flächen- 





*) Bei der Anwendung wird dieser Kurvenzug eine gerade Linie sein. 
**) Die Existenz dieser Hilfsfunktion ist ohne weiteres klar. 
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inhalt des Bereiches b bedeutet, so ist das letzte Integral dem Betrage 
nach sicherlich kleiner als 


4 M?Öd; 
also ist jedenfalls 


S/w&+ v5)dzdy | <4M®). 
(8) 
Daraus folgt aber, da d eine beliebig kleine positive Größe bedeutet, 
OL 0) 
+ v5) dedy = 0. 
®) 
2.) Wir beweisen zweitens, daß das Integral 


fw dy— vde) 
@) 


verschwindet, wenn Q den Rand irgendeines innerhalb ® liegenden Quadrates 
bedeutet, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. 

Zu diesem Ende führe ich ein besonderes Koordinatensystem ein, 
das in bestimmter Hinsicht den Polarkoordinaten ähnlich ist, wobei aber 
konzentrische und ähnlich orientierte Quadrate diejenige Rolle spielen, 
die bei den Polarkoordinaten den konzentrischen Kreisen um den Anfangs- 
punkt zukommt. Es sei nämlich (z,y) ein gewöhnliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem und O sein Anfangspunkt. Ist P ein willkürlicher Punkt 
der Ebene, dessen Cartesische Koordinaten x und y sein mögen, so defi- 
nieren wir die eine der neuen Koordinaten als den Winkel 9, den die 
Richtung OP mit der positiven z-Achse bilde. Als andre Koordinate 
0, die wir stets positiv rechnen, nehmen “wir die halbe Seitenlänge 
desjenigen um O als Mittelpunkt beschriebenen Quadrates, dessen Seiten 
den Achsen parallel gerichtet sind und das durch den Punkt P hin- 
durchgeht. 

Die erste der jetzt definierten Koordinaten 9 ergibt sich aus den 
Cartesischen Koordinaten vermöge der Formel 


& 
(1.) ig3 = 


Für unsre zweite Koordinate e hingegen erhalten wir verschiedene Aus- 
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drücke, je nachdem 9 die eine der vier folgenden Ungleichungen erfüllt: 
I. II. III, IV. 


Durch diese 4 Ungleichungen wird die Ebene in 4 Quadranten zerlegt, 
die wir bezw. mit I, II, III, IV bezeichnen wollen. Für jeden dieser 
4 Quadranten finden wir die folgenden Ausdrücke für unsre zweite 
Koordinate e: 


". „Il ,z=-o, y=-otg, 
„IV. „y=-eo,„ T=-—octg). 


in den 4 verschiedenen Quadranten verschiedene Ausdrücke. Eine leichte 
Rechnung ergibt: 





u. in den Quadranten I. und III., 
= 5 ER u u . MW. 

Ist nun f(x,y) eine beliebige differenzierbare Funktion der beiden 
Variablen z und y und führen wir statt dieser unsre neuen, vermöge der 
Gleichungen (1.) und (2.) definierten Variablen ein, so geht f(x,y) in 
eine Funktion von e und 9 über. Drücken wir die Ableitungen dieser 
Funktion nach den ursprünglichen Veränderlichen durch die Ableitungen 
nach den neuen Variablen aus, so erhalten wir naturgemäß verschiedene 
Relationen, je nachdem, in welchem der 4 Quadranten der Punkt (z,y) 
liegt. Auf diese Weise erhalten wir, falls z,y die Koordinaten eines 
Punktes des I. oder III. Quadranten bedeutet 





of _ Of = sin 9 cos" 
3.) of of Bo 


oy - 45, 8; 





81 


te 


a 


oo, "ei Su 
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wobei überall das obere bezw. untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
der Punkt (x,y) im I. oder III. Quadranten liegt. Entsprechend ergibt 
sich für Punkte des II. und IV. Quadranten 





iM 4 of sind 
of _ ‚of , Ojsindcosd 





u Fanta E —° 
wobei wiederum überall das obere bezw. untere Vorzeichen zu nehmen ist, 


je nachdem der Punkt im II. oder IV. Quadranten liegt. 
Schließlich transformieren wir noch das über 3 erstreckte In- 


S/w& - 05,)dady 


(2) 


tegral 


auf unsre neuen Koordinanten. 

Bezeichnen wir mit ®,, Bu, Bus By diejenigen Teile des Bereiches &, 
die bezw. in den I., II., III., IV. Quadranten der Ebene liegen, so geht mit 
Rücksicht auf die Formeln (3.) und (4.) das letzte Integral in die Summe 
der folgenden 4 er über: 


a ED EE 


HE al a er 


nn re En 


(Bm) 
[NEE (HE) ann 


Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu dem Beweise unsrer Be- 
hauptung zurück, daß das Integral 


[udy—vdz) 


@ 
verschwindet, wenn Q irgendein ganz im Innern von ® liegendes Quadrat 
bedeutet, dessen Seiten bezw. der z-und y-Achse parallel gerichtet 
sind. 
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Es seien also Q, und @, zwei konzentrische und ähnlich orien- 
tierte Quadrate, deren Seiten die verlangten Richtungen besitzen. Wir 
verlegen dann durch eine Koordinatenverschiebung den Anfangspunkt 
unsres Koordinatensystems in den gemeinsamen Mittelpunkt dieser 
Quadrate, deren halbe Seitenlänge «a, bezw. «, sein mögen (a, <@,). 
Wir nehmen noch an, daß beide Quadrate innerhalb des Bereiches 8 
liegen, und beweisen nun unsre Behauptung für diese Quadrate wie 
folgt: 

Auf Grund der Formeln (1.) und (2.) führen wir statt x und y die 
dort definierten Variablen oe und 9 ein und definieren dann mit Hilfe 
dieser Veränderlichen eine Funktion & von folgender Art: 

& sei außerhalb des Quadrates Q, und innerhalb des Quadrates 9, 
überall gleich Null; in dem zwischen den Quadraten Q, und @, liegenden 
ringförmigen Gebiet sei { eine willkürliche stetige und stetig differenzier- 
bare Funktion der Koordinate e allein, die für e=«, und g=«o, samt 
ihrer Ableitung verschwindet. Diese Funktion nimmt offenbar längs den 
Quadraten, die mit Q, und @, konzentrisch und diesen ähnlich orientiert 
sind, konstante Werte an. Unsre Funktion ist innerhalb des Bereiches 8 
überall stetig; ihre Ableitung nach 9 ist überall gleich Null und nach 
unsrer Definition ist auch die Ableitung nach g eine stetige Funktion 
des Ortes. Fassen wir diese Funktion als Funktion der ursprünglichen 
Koordinaten x und %y auf, so ist die so entstehende Funktion &(x,y) na- 


türlich wiederum stetig; ihre Ableitungen °° und 5 sind— wie die Formeln 


(3.) und (4.) zeigen — ebenfalls stetige Funktionen des Ortes, mit Ausnahme 
derjenigen Stellen, wo zwei Quadranten der Ebene zusammenstoßen; das 


sind aber diejenigen Stellen, wo 9 einen der 4 Werte + 2» + 37 annimmt. 


Mit anderen Worten die Ableitungen 2: und er können endliche Sprünge 


längs derjenigen Geraden erleiden, die die entsprechenden Ecken der 
Quadrate ©, und @, verbinden; außerhalb dieser 4 Strecken sind diese Ab- 
leitungen stetige Funktionen von x und y. 

Auf Grund der zuerst gemachten Bemerkung können wir also 
. schließen, daß das Integral: 
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ws ro )dedy=0 


sein muß, sowie Z eine ri soeben konstruierten Funktionen bedeutet. 
Mit Benutzung der Veränderlichen o und 9 und in Anbetracht 


dessen, daß überall x - 0 ist, geht unser letztes Integral in die Summe 


der vier folgenden gr 


IAkEr at ed9 + /[v} Dans de d9 


(37) (21) 


-/Su5 er 4049 Sl og de ua, 


(31m) (®ıy) 














hierbei bedeuten wieder ®,, Bm B®nu Dry diejenigen Teile des Bereiches 
3, die in den entsprechenden Quadranten der Ebene liegen, und es kommt 
jedesmal nur derjenige Teil dieser Bereiche in Betracht, der zwischen den 


Quadraten @, und @, liegt, da außerhalb Q, und innerhalb 9, &=0 ist. 
Führen wir noch zur Abkürzung die folgenden Bezeichnungen ein: 











uass 9 = u (p), Jh get = 1 (P), 
| 3n/; In); 

Nat Sail 
n/; da, 


so geht unsre letzte Gleichung in die folgende über: 


— (u(e) +%(le) +U(e)+%(e))doe=0. 


Da aber &(e) eine willkürliche Funktion der Veränderlichen go be- 
deutet, die nur der Einschränkung unterworfen ist, im Intervall a, <po<« 
samt ihrer Ableitung stetig zu sein und in den Endpunkten dieses Inter- 
valls samt ihrer Ableitung zu verschwinden, so folgt aus dem bekannten 


Du Boris Reymondschen Lemma 


u (0) + (E) + 91 (E) + 9 (p) = const. 
Wir schreiten nun zur Untersuchung der Bedeutung der einzelnen 


Glieder dieser Summe. Wir bezeichnen zu diesem Zwecke bezw. mit: ::..: 


() zo) ze) (e) 
I, ‚L ’ m &i iv 
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die in den Quadranten I, II, III, IV liegenden Seiten desjenigen 
Quadrates 9, dessen halbe Seitenlänge gleich e ist und das den Qua- 
draten Q, und © konzentrisch und ähnlich orientiert ist. Dann ist 
offenbar 


ul 
u, (0) - fu 49 = / ud (et99)-= Judy, 
ee (7) (17) 
und da für die der y-Achse parallel laufende Seite /{® offenbar 


f vdıe=0 
(u) 
ist, so können wir schreiben: 


u, (E) = /(udy—vda), 
(ir) 
Ganz analog ergibt sich 


r () im) 


und man erhält in gleicher Weise 


v, (g) = /(udy—vda), (p) = [(udy—vda). 

(@ a A 
Durch Addition der zuletzt gewonnenen vier Gleichungen erhalten wir das 
Resultat 


u (0) +%(e) + vı (eo) +9, (o) = / (udy— vda) = const. 
(a) 


in Anbetracht dessen, daß XP, P, UP, W® die vier Seiten des Quadrates 
Q® bezeichnen. Diese Gleichung lehrt aber, daß das Integral 


fu dy — vde) 
erstreckt über irgendein Quadrat um den Anfangspunkt, dessen Seiten den 
Koordinatenachsen parallel laufen, stets denselben Wert annimmt. Aus 
der Stetigkeit der Funktionen u(z,y) und v(z,y) kann sofort geschlossen 
werden, daß dieser Wert von Null nicht verschieden sein kann, da man 
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dieses Integral unter jede Grenze herabdrücken kann, indem man das 
Quadrat hinreichend klein wählt. 
Damit ist aber die oben aufgestellte Behauptung 


Suay — vde) = 0 
(9) 


vollständig bewiesen. 
3.) Wir zeigen drittens, daß das Integral 


Suay — vd) 
(B) 


auch dann gleich Null sein muß, wenn der Integrationsweg R eın Paral- 
lelogramm vst, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel gerichtet sind. 

Diese Behauptung kann man unmittelbar auf den in 2°) bewiese- 
nen Satz zurückführen, falls die Seitenlängen des Rechtecks R kommen- 
surabel sind, d. h. sich verhalten wie zwei ganze Zahlen. In der Tat, es 
läßt sich in diesem Falle das Rechteck aus einer endlichen Anzahl von 
Quadraten aufbauen, deren Seiten wiederum die vorgeschriebenen Richtungen 
aufweisen. Das über R erstreckte Integral geht daher in eine endliche 
Summe von Integralen (genommen über die einzelnen Quadrate) über. 
Da jedes dieser letzteren Integrale — zufolge des soeben bewiesenen 
Satzes — verschwindet, so ist auch das über unser Parallelogramm R er- 
streckte Integral gleich Null. 

Falls die Seitenlängen des Parallelogramms R inkommensurabel sind, 
so kann man die oben ausgeführte Zerlegung in Quadrate nicht durch- 
führen; wohl kann man aber das Parallelogramm R durch solche Recht- 
ecke R,, Ry ..., Ru -.. beliebig approximieren, deren Seitenlängen kommen- 
surabel sind, für die also das Integral verschwindet. Zufolge der Stetig- 
keit der Funktionen u (z,y) und v(z,%) ist aber 


Jim /Kudy — vd) = /(udy — vd), 
(Rn) (R) 
woraus man unmittelbar schließt, daß 
/\udy — vde) = 0 


(R) 
sein muß. 
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Damit ist also das Verschwinden des fraglichen Integrals für jedes 
Rechteck bewiesen, das innerhalb & liegt und dessen Seiten den Koordi- 
natenachsen parallel gerichtet sind. 


Daraus folgt aber auch, daß unser Integral auch für einen solchen 
geschlossenen Integrationsweg verschwinden muß, der — ganz innerhalb % 
verlaufend — aus einer endlichen Anzahl von Geradenstücken, die der x- 
oder y-Achse parallel sind, besteht. In der Tat, man kann jedes Gebiet, 
das durch eine endliche Anzahl solcher Geraden begrenzt ist, aus Recht- 
ecken aufbauen, deren Seiten wiederum den Achsen parallel sind. Da 
für jedes dieser Rechtecke unser Integral gleich Null ist, so muß es auch 
für die Begrenzung des aus diesen Rechtecken aufgebauten Gebietes ver- 
schwinden. 


4.) Auf Grund der letzten Tatsache bietet der Beweis unseres The- 
orems keine Schwierigkeiten. 


Es sei nämlich O ein fester, P ein variabler Punkt unseres Be- 
reiches ®. Wir zeichnen irgendeinen Linienzug, der — wie oben — aus 
einer endlichen Anzahl von Geradenstücken besteht, die abwechselnd der 
x- und y-Achse parallel sind, ganz im Innern von ® liegt und vom 
Punkte O bis zum Punkte P hinführt. Bilden wir nun das Integral 


P 


/udy — vda) 


oO 
längs irgendeines dieser Linienzüge, so erhalten wir stets denselben Wert, 
da dieses Integral für einen geschlossenen Linienzug dieser Art ver- 
schwindet. Sind z, y die Koordinaten des Punktes P, so erhalten wir 
auf diese Weise eine Funktion des Ortes 


o(2,y) = [(udy— vde), 
S 


die für jeden Punkt innerhalb ® definiert ist. (Als Integrationsweg kann 
zunächst nur ein Linienzug der beschriebenen Art zugelassen werden.) 
Diese Funktion w(z,y) ist, zufolge der angenommenen Stetigkeit der 
Funktionen u (z,y) und v(x, y), selbst stetig; wir schreiten nun zur Be- 
rechnung ihrer Ableitungen erster Ordnung. 
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Um zu zu berechnen, führen wir vom Punkte O zum Punkte P 


einen Linienzug, der wiederum aus einer endlichen Anzahl von Strecken 
besteht, die den Achsen parallel sind, von der Beschaffenheit, daß der 
letzte (den Punkt P enthaltende) Zug dieser Kurve der x-Achse parallel 
sein möge. Dann ist offenbar — für ein hinreichend kleines h — 


z+ hy 


o (+ h,y)—w (2,4) = /(udy— vda), 


wobei als Integrationsweg diejenige gerade Linie genommen ist, die die 
Punkte (z,y) und (+ h,y) verbindet. Da längs dieser Geraden y = const. 
ist, so finden wir 





z+hy 
o(z +hy)—w(z, 1 
n ( y) = a [ vde. 
%,Y 

Daraus ergibt sich durch den Grenzübergang h = 0 

0w 

32 = —VUÜ (z, y). 
In derselben Weise findet man — indem man von O nach P einen Li- 


nienzug der beschriebenen Art legt, dessen letzter Zug der y-Achse paral- 
lel ist — die Ableitung nach y 


Mit anderen Worten, die oben definierte Funktion w(z,y) besitz 


stetige Ableitungen nach x und y, und es ist 


E ö 
team ud). 


d. h. auf Grund der gemachten Voraussetzungen folgt, daß u und v — ab- 


gesehen vom Vorzeichen — die Ableitungen derselben Funktion nach y bezw. 
x sind. Daraus folgt aber sofort, daß das Integral 


(dw Iw 
Skudy— vda) = / (>= dx + 3, dy) 
für jeden geschlossenen Integrationsweg — der natürlich innerhalb ® ver- 
laufen muß — verschwindet. 
Damit ist unser Theorem in allen Teilen bewiesen. 
Unsere Voraussetzung, die das Verschwinden des Integrals 
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OL of 
HAT Dt 052) daay 
verlangte, für jede nach x und y stetig differenzierbare und auf der Beran- 


dung von 3 verschwindende Funktion &, hat also zur Folge, daß der In- 
tegrand in der Form einer Funktionaldeterminante geschrieben werden 
kann: 


X, ,% _ Io 90m _ 


U 


82. 

Unser im $ 1. abgeleitetes Theorem spielt in der Theorie der Funk- 
tionen zweier unabhängigen Variablen eine entsprechende Rolle, wie das 
Du Bois Reymondsche Lemma in der Theorie der Funktionen einer Ver- 
änderlichen. 


Man kann mit Hilfe unseres Theorems die Bedingung des Ver- 
schwindens der ersten Variation eines Doppelintegrals in Differentialglei- 
chungen umsetzen, ohne die Existenz der zweiten Ableitungen der Lösungen 
des entsprechenden Variationsproblems vorauszusetzen. 


Um dies darzutun, behandeln wir zunächst bei gegebenen Randbe- 
dingungen das Variationsproblem 


/f (p, 9,2, y) dedy = min., 


(®) 
wo — wie üblich — p und g die Ableitungen der gesuchten Funktion z (z, %) 


bedeuten: 
02 Ö2 
a Py, 47T 
f möge eine analytische Funktion für die in Betracht kommenden Werte- 
systeme 79, g, x, y% bedeuten. 

Ist die Funktion z= z(z,y) die Lösung dieses Variationsproblems, 
von der wir nur voraussetzen, daß sie sietige Ableitungen erster Ordnung 
innerhalb ® besitzt, so zeigt man in der Variationsrechnung, daß das 
Integral 


00, of 
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stets verschwinden muß, sowie &(z,y) eine willkürliche innerhalb 3 defi- 
nierte stetige und stetig differenzierbare Funktion bedeutet, die auf der 
Berandung von 3 verschwindet. Da in diesem Integral 

(0, y) = 5% und (ay)= 5 
stetige Funktionen von x und y sind, so folgt aus unserem Theorem die 
Existenz einer innerhalb % definierten stetigen Funktion w (z, y), die da- 
selbst stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt und so beschaffen ist, 
daß 

u HH dm_A 


6:2 0 Öy 
ausfällt. Mit anderen Worten, die unbekannte Funktion z = z(z,y) befrie- 
digt in Gemeinschaft mit dieser Hilfsfunktion w (x, y) das eben aufgeschrie- 
bene System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Im allgemeinen existieren die zweiten Ableitungen der Funktion 
w(z2,y) nicht; ist dies aber dennoch der Fall, so resultiert aus unseren 
Gleichungen durch Elimination von w(z, y) sofort die bekannte Lagrange- 
sche Differentialgleichung zweiter Ordnung der Variationsrechnung. All- 
gemein kann man aber nur schließen, daß wenn 2(z2,y) eine in ® nach 
x und % stetig differenzierbare Lösung des obigen Variationsproblems ist, 
diese Funktion das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung 

BR... 
op 9y’ 
befriedigt. 

Wenn der Integrand des Variationsproblems die unbekannte Funk- 
tion 2 explizite enthält, so ist das entsprechende Differentialgleichungs- 
system nicht mehr so einfach. Man gelangt in diesem Falle, ohne die 
Existenz der zweiten Ableitungen der Funktion 2 (z,y) vorauszusetzen, zu 
einem Gleichungssystem, das aus drei Differentialgleichungen besteht und 
das die Funktion z2(z,y) und zwei weitere Hilfsfunktionen w (z,y) und 
2(z,y) enthält in folgender Weise: 

Wenn z(xz,y) eine solche Lösung des Variationsproblems 


Sf (P, g,2,%,%y) dzdy= min. 


(8) 
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(bei gegebenen Randbedingungen) bedeutet, deren erste Ableitungen stetige 


Funktionen im Bereiche ® sind, so isst — wie man in der Varia- 
tionsrechnung zeigt — das Integral 
4 6] la | of 
(5.) JG nr dg äy + 3, 6)da dy 


stets gleich Null, sowie &(z,y) eine auf der Berandung von ® verschwin- 
dende Funktion bedeutet, die innerhalb ® stetige Ableitungen nach x und 
:y besitzt. Wir setzen nun zur Abkürzung 


22 (z, y) - /f? dx dy; 
ab 


diese Hilfsfunktion 2(x,y) besitzt offenbar stetige Ableitungen nach x 
und %, und es existiert auch der gemischte Differentialquotient zweiter 
Ordnung 
am. „a 
d20y dx 
Da die Funktion & (z,y) auf der Berandung von 3 verschwindet, 
so bestehen offenbar die Relationen 


öf 922 CR 
ke x; dzedy= ER dx dy 
OL 02 7 
-2// 32° x 
und unsre er (5.) erhält die A 95 Form: 


IN) + 3 a) ran = 0. 





(8) 
Da die beiden in 2 2 we Ausdrücke 
16) 02 Ö 982 
u(2, y) = - dy und v (2, y) -5- = 


stetige Funktionen von x und y sind, so folgt aus der letzten Gleichung, 
auf Grund unseres im $ 1. bewiesenen Theorems, die Existenz einer nach x 
und y% im Bereiche ® stetig differenzierbaren Funktion w (x, y) von der 
Eigenschaft, daß 


ae TE m 


op 9y Ay dq 9x Ox 
Mit anderen Worten: Jede Lösung des vorgelegten Variationsproblems, die stetige 
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Ableitungen 1. Ordnung besitzt, erfüllt in Gemeinschaft mit zweı Hufsfunk- 
tionen w(z,y) und 2 (x, y), die beide in ® nach x und y stetig differen- 
zierbar sind, für die zweite auch noch der gemischte Differentialquotient 
zweiter Ordnung existiert und stetig ist, das folgende simultane System von 
drei Differentialgleichungen : 
AS. AM PRORR. ZAPF) DEE Pe... 
Bee Be O5 day 
Durch die Aufstellung dieses Gleichungssystems — das das voran- 
gehende als Spezialfall enthält — ist das Problem, das Verschwinden der 
ersten Variation eines Doppelintegrals in Differentialgleichungen umzusetzen, 
ohne die Existenz der zweiten Ableitungen vorauszusetzen, vollständig gelöst. 
Ich bemerke noch, daß man das soeben gewonnene Differential- 
gleichungssystem in gleicher Weise bei der Weiterführung der Variations- 
rechnung zugrunde legen kann, wie die übliche Euler - Langrangesche 
Differentialgleichung, bei deren Herleitung man die Existenz der zweiten 
Ableitungen der Lösungen voraussetzen muß. 


Die Fragestellung, die durch unser im $ 1. bewiesenes Theorem 
beantwortet wurde, sowie die Methode des Beweisganges gestattet Ver- 
allgemeinerungen in verschiedenen Richtungen. Obwohl diese einerseits ein 
selbständiges Interesse beanspruchen, so wird man andrerseits durch 
die entsprechende Behandlung der analogen Probleme der Variationsrech- 
nung auf sie geführt. Es mögen hier zwei Probleme dieser Art gestellt 
werden. 


I. Das Integral 


., 2, 2p 27 

Reg r2e +e 

verschwinde, sowie % (2, 4), v (x, y), w(x,y) gegebene stetige —, [(z, y) 
aber eine beliebige Funktion bedeutet, die auf der Berandung von ® samt 
ihren Ableitungen erster Ordnung verschwindet und innerhalb % stetige 
Ableitungen 1. und 2. Ordnung besitzt; was kann aus diesem Umstande 
für die Funktionen u, v, w gefolgert werden ? 


Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 
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II. Es bedeute @ ein dreidimensionales Gebiet, u (x, y, 2), v (x, y, 2), 
w(x,Yy,2) Funktionen von z,y,2, die in diesem Gebiet stetig sind; es 


möge ferner 
IR gu +34 = +w dzdydz=0 


sein, sowie & (x, , ae irgendeine auf der Begrenzung von @ verschwindende 
und innerhalb @ nach x,y,2 stetig differenzierbare Funktion bedeutet; 
was kann aus diesem Umstande für die Funktionen u, v, w geschlossen 
werden ? ”) 


x) Die Resultate dieser Note wurden der ungarischen Akademie der Wissen- 
schaften in ihrer Sitzung vom 10. April 1916 vorgelegt. 





Alfred Ackermann-Teubner-Gedächtnispreis zur 
Förderung der mathematischen Wissenschaften. 





Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig 
im Jahre 1912 bei der Unwersität Leipzig errichtete ‚Alfred Ackermann- 
Teubner-Gedächtnispreis zur Förderung der mathematischen Wissenschaften‘ 
ist in diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. L. Prandt! 
in Göttingen für die Arbeit über ‚den Luftwiderstand von Kugeln‘ (in den 
Göttinger Nachrichten von 1914) zuerkannt worden. 





Invarianz und Umkehrung von Projektivitäten und 
Kollineationen. 
(Mit 4 Figuren.) 


Von Herrn Stanislaus Jolles in Berlin-Halensee. 


Nach v. Staudt sind die Kollineationen, welche die Ecken eines 
Tetraeders invariant lassen, auch füreinander invariant. Sie werden durch 
die polaren Korrelationen, welche die Gegenelemente des Tetraeders mit- 
einander vertauschen, in die zu ihnen inversen Kollineationen übergeführt. 
In der vorliegenden Arbeit werden beide Sätze auch für ein Tetraeder 
ABCD als richtig erwiesen, dessen Ecken paarweise konjugiert imaginär 
sein können. Ein solcher Nächweis war meines Wissens bisher wohl ver- 
sucht, aber einwurfisfrei nicht erbracht worden. Hierbei erweist es sich 
als vorteilhaft, zunächst die analogen Sätze für die Grundgebilde I. und 
II. Stufe zu ermitteln, um, gestützt auf sie, die Hauptsätze für dıe Grund- 
gebilde III. Stufe darzutun. Die bei all diesen Untersuchungen benutzten 
Definitionen der Büschel von Punktinvolutionen, von projektiven Punkt- 
reihen und der zu ihnen dualen Gebilde sind durchweg unabhängig von 
der Realität der Basiselemente. Das gleiche gilt von den neuen Defini- 
tionen der Bündelheere kollinearer oder polarer Felder und der Gebüschver- 
bände kollinearer oder polarer Räume. Insbesondere können Gebüschver- 
bände kollinearer bzw. polarer Räume konstruiert werden, deren Inzidenz- 
tetraeder bzw. gemeinsame Polartetraeder konjugiert imaginäre Ecken haben. 
Bei der Konstruktion zweier kollinearen Räume, deren Decktetraeder auch 


konjugiert imaginäre Ecken haben kann, kommen wir auch zu den tetrae- 


dralen Strahlenkomplexen mit je einem nicht völlig reellen Haupttetraeder. 
3* 
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Dabei führt eine kurze Untersuchung des tetraedralen Strahlenkomplexes 
mit zwei Paaren konjugiert imaginärer Hauptpunkte zu einer organischen 
Konstruktion der kubischen Raumkurve aus drei Paaren ihrer konjugiert ima- 
einären Punkte. Für die konstruktive Theorie der Büschel und Scharen 
polarer Räume ist die sich aus unseren Überlegungen ergebende einwand- 
freie Erzeugung des Gebüschverbandes polarer Räume von Nutzen. Bei- 
läufig bemerke ich, daß die in der Arbeit befolgte Methode noch weitere 
Fortschritte in der rein geometrischen Behandlung imaginärer Elemente er- 
warten läßt. 

l. Auf einem Kegelschnitte c* mögen die projektiven Punktreihen 
A,B,C,... und A,B,0,,... liegen. Fallen dann die Punkte R,, 5, mit 
dem Punkte U, die Punkte S,, 7, mit dem Punkte V u. s. f. zusammen, 
so schneiden sich die Tangente in U und die Gerade R, 5, die Tangente 
in V und die Gerade 5,7, u.s. f. bzw. in den Punkten U,,V,,... einer 
Gerade, der Projektivitätsachse p der gegebenen beiden Punktreihen. 
Die Polaren von U,,V,„,... gehen durch den Pol P von p für c?, ferner 
schneidet die Polare von U, den Kegelschnitt c® außer in U in dem von 
U durch die Punkte R,, $S, harmonisch getrennten Punkt U’, die Polare 
von V, außer in V in dem von V durch die Punkte $,, T, harmonisch ge- 
trennten Punkt V’ u. s. f. Also ist erwiesen: 

Entsprechen in den projektwen Punktrehen A,B,Ü,,... und 
As, Ba, Os, ... auf dem Kegelschnitte c* einem Punkte X = M,,N, die Punkte 
M,,N, und trennen die Punkte M,,N, die Punkte X, X’ harmonisch, so 
bilden die Punktepaare von X, X’ eine Involution, sobald X den Kegelschnitt 
c* beschreibt. Die Projektivitätsachse p der beiden gegebenen Punktreihen vsi 
die Achse, der Pol P von p für c* also das Zentrum der Involution. Die 
Doppelpunkte der Involution sind die Deckpunkte der projektiven Punktreihen, 
gleichgültig, ob diese Punkte reell oder konjugiert vmaginär sind*). 

2. Die Projektivitätsachse p der auf dem Kegelschnitte c* gelegenen 
projektiven Punktreihen A,, B,,C,,... und A,, B,, C,, ... kann zur Projekti- 
vitätsachse für oo! projektive Punktreihen auf c* dienen. Je zwei — etwa 


*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1856, S. 99. Irrtüm- 
lich wird obiger Lehrsatz Schröter zugeschrieben. Er spricht ihn in seiner Arbeit „Unter- 
suchung zusammenfallender reeiproker Gebilde in der Ebene und im Raume“, dieses 
Journal, Bd. 77, achtzehn Jahre später aus. 
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A, B,Cı, ... und A,, B,, C,, ... — sind durch zwei homologe Elemente A,, A, 
bestimmt. Durch den Kegelschnitt c? und eine Gerade p sind somit oo! pro- 
jektive Punktreihen auf c* mit der Projektivitätsachse » definiert. Sie 
bilden einen ‚‚Büschel projektiver Punktreihen“ auf c”. Ein Büschel pro- 
jektiver Punktreihen auf c* enthält zwei involutorisch projektive Punkt- 
reihen, er ist durch je zwei seiner Punktreihen bestimmt. Sobald p den 
Kegelschnitt c” schneidet, arten zwei projektive Punktreihen des Büschels 
aus. Die projektiven Punktreihen eines Büschels haben dieselben reellen 
oder konjugiert imaginären Deckpunkte. Sie heißen die ‚„Grund- oder 
Basispunkte‘“ des Büschels. Entsprechen in irgend zwei Punktreihen 
A,„B,C,,... und A,B,C,.... des Büschels dem Punkte X = M,,N, 
die Punkte M,, N, und trennen die Punkte X, X’ die Punkte M,,N, 
harmonisch, so sind stets X, X’ ein Punktepaar der im Büschel ent- 
haltenen Involution. Geht ein Büschel durch zwei projektive Punktreihen, 
so geht er auch durch zwei Punktreihen, die zu jenen invers projektiv sind. 

3. Die Projektivitäten zwischen den Punktreihen eines auf dem Kegel- 
schnitte c* gelegenen Büschels projektiver Punktreihen sind füreinander in- 
varvant. 

Je zwei projektive Punktreihen des Büschels, z. B. A, B,C,... 
und A,, B,, O,, ... sowie A, B,,C,,... und A,. B,, Ca ..., bestimmen näm- 








lich dieselbe Projektivitätsachse p (1.), folglich ist [Fig. 1] der Punkt X als 
Schnitt von 4,X, und A,X, und der Punkt & als Schnitt von A,X, und 
4,„X, mit p inzident. Das c?” einbeschriebene einfache Sechseck 
X,4,X,4,X, 4, hat also die Pascalgeradep. Aui 2 liegtsomitder Schnittpunkt 
T seiner Gegenseiten X,„A,, A, X... Die Gerade A,Z schneidet c* noch im 
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Punkte Y, und zwar sind, da A,Y, und A„Y, sich in dem Punkte 2 
von p treiien, X,=Y, und Y, homologe Punkte der projektiven Punkt- 
reihen A,, B,C,,... und A, Bas Om :... Da aber 4, X, mit T inzident ist, 
also X,, Y„ auch homologe Punkte der projektiven Punktreihen A,, B,,C,.... 
und A, B,, C,, ... sind, so werden die homologen Punkte X,, X, dieser pro- 
jektiven Punktreihen durch die Projektivität zwischen den Punktreihen 
A,B,C,... und A, B,, C,, ... wiederum in zwei homologe Punkte X, Y, der 
nämlichen Punktreihen verwandelt, w. z. b. w. 

Ebenso einfach folgt umgekehrt: 

Drei projektive Punktreihen auf einem Kegelschnitte c* liegen im 
selben Büschel, wenn ihre Proyektivitäten füreinander invariant sind. 

Endlich goilt: 

Alle projektiven Punktreihen auf einem Kegelschnitte c’, deren Projek- 
tivitäten füreinander invariant sind, bilden einen Büschel *). 

4. Werden die homologen Punkte zweier projektiven Punktreihen 
A, BC... und A,, B,, C,, ... auf einem Kegelschnitte c* mit einem Punkte 
P seiner Ebene durch Geraden verbunden, so schneiden die Geraden PA, 
und PA,PB, und PB,„..,PX, und PX, u.s.f. den Kegelschnitt wie- 
derum in homologen Punkten zweier projektiven Punktreihen. Insbesondere 
entspricht dem auf PX, gelegenen Punkte Y, der Punktreihe A,, BC; ... 
der auf PX, gelegene Punkt der zu ihr projektiven Punktreihe A,, B,, O,,..., 
wenn P ein Punkt der Projektivitätsachse p der gegebenen Punktreihen 
ist. Die gegebene Projektivität wird also umgekehrt durch die Projektivi- 
tät jeder Punktinvolution auf c?, deren Zentrum P auf der Projektivitäts- 
achse p der Punktreihen liegt. Jeder Punkt der Projektivitätsachse 9 ist 
das Involutionszentrum einer solchen Punktinvolution auf c?, oder: 

Sind X,, X, und Y,, Y, homologe Punkte der auf dem Kegelschnitte 
c? gelegenen projektiven Punktreihen A,, B,, C},... und A,, B,, O,, ..., so kehrt 
die Projektivität der durch die Punktepaare X,, Y, und X,, Y, gehenden In- 
volution die Projektivität zwischen den Punktreihen um**). Die (reellen oder 


*) Pasch hat in seiner Notiz „Beweis eines Satzes über projektive Punktreihen“, 
dieses Journal, Bd. 91, S. 349 zuerst auf oo! projektive Punktreihen hingewiesen, deren 
Projektivitäten für eine gegebene Projektivität invariant sind. 

**) Segre, Note sur les homographies binaires et leurs faisceaux, dieses Journal, 
Bd. 100, $. 319. 
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konjugiert vmaginären) Deckpunkte der projektiven Punktreihen bilden ein 
Punktepaar der Involution. Die Projektivität zwischen den Punktreihen 
A,Bi, O1, ... und A,, B,, CO, ... wird durch ©! involutorische Projektivitäten um- 
gekehrt. — Jedes Punktepaar einer Involution bildet die Basispunkte eines 
Büschels projektwer Punktreihen, deren Projektivitäten durch die involutorische 
Projektivität umgekehrt werden. 

Unter den projiektiven Punktreihen eines Büschels liegen zwei 
involutorisch (2.). Die Projektivität einer Involution ist mit der zu ihr in- 
versen identisch, also läßt sich schließen: 


Vertauscht auf einem Kegelschnitte c* die Projektivität einer Punkt- 
involution A zwei Punktepaare einer Involution A? miteinander, so sind die 
Projektivitäten beider Involutionen füreinander invariant. 

Eın Satz, dessen Umkehrung leicht zu erweisen ist. 

Die Involutionszentren von Ä? und 4° sind konjugiert für den 
Kegelschnitt c’, somit gilt: 

Von zwei Punktinvolutionen auf einem Kegelschnitte c*, deren Projek- 
tivitäten füreinander invariant sind, muß mindestens eine hyperbolisch sein*). 


Nun sind die Projektivitäten der Involution X? und jeder Involution 
ff, zu deren Involutionszentrum ein Punkt der Involutionsachse k von 
K* gewählt wird, füreinander invariant. Demnach ergibt sich: 

Die auf einem Kegelschnitte c* gelegene Punktinvolution K? ist für 
oc! involutorische Projektivitäten invariant. Die zu ihnen gehörigen Involıu- 
tionen A” haben ein Punktepaar gemein. Es besteht aus den (reellen oder 
konjugiert imaginären) Doppelpunkten von AK”. 

Die reellen einander zugeordneten Punkte einer hyperbolischen In- 
volution A” sind je die Doppelpunkte der hyperbolischen Punktinvo- 
lutionen, die konjugiert imaginären je die Doppelpunkte der elliptischen 
Punktinvolutionen, die für die Projektivität von A” invariant sind. 
Die Doppelpunkte einer hyperbolischen Punktinvolution A* und je zwei 
einander zugeordnete Punkte bestimmen als Punktepaare jedesmal eine el- 
liptische Punktinvolution A. Die Projektivitäten von A* und je einer In- 
volution A? sind füreinander invariant. 





*), Segre, a. a. O., 5. 320. 
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5. Die oc! Involutionen 4, die für die Projektivität einer 
Involution A? invariant sind, bilden auf dem Kegelschnitte c” ‚‚einen 
Büschel von Punktinvolutionen“. Ein solcher Büschel ist durch zwei 
seiner Involutionen bestimmt. Alle Involutionen, welche ein (reelles oder 
konjugiert imaginäres) Punktepaar gemein haben, bilden einen Büschel. 
Je nachdem das Punktepaar reell oder konjugiert imaginär ist, heißt der 
Büschel ‚‚hyperbolisch‘“ oder ‚„elliptisch“. Ein hyperbolischer Büschel ent- 
hält zwei parabolische Involutionen. Der hyperbolische Büschel wird zum 
„parabolischen“, wenn seine beiden parabolischen Involutionen zusammen- 
fallen. Die oo! Involutionen, deren Projektivitäten die zweier projektiven 
Punktreihen A, B,C,... und A, B,, C,,... umkehren (4.), bilden einen 
Büschel von Involutionen. Das gemeinsame Punktepaar der Involutionen 
besteht aus den (reellen oder konjugiert imaginären) Deckpunkten der 
Punktreihen. 

6. Durch die auf einem Kegelschnitte c* gelegene Punktinvolution 
A? geht ein Büschel projektiver Punktreihen (2... Sind nun aber die 
Projektivität von KA” und die einer Punktinvolution 4° von c” fürein- 
ander invariant, so ist das Involutionszentrtum ZL von A? ein Punkt der 
Involutionsachse k von K* (4.). Die Involutionsachse % ist aber zugleich 
die Projektivitätsachse je zweier projektiven Punktreihen des durch X? ge- 
henden Büschels, z. B. der Punktreihen A,, B,C,,... und 4A,, B,, Os, .... 
Also treffen die Strahlen von Z nach je zwei homologen Punkten X,, X, 
dieser projektiven Punktreihen den Kegelschnitt c* noch in je zwei homo- 
logen Punkten zweier projektiven Punktreihen, deren Projektivität invers 
ist zu derjenigen der beiden Punktreihen A,,B,C,,... und A, B,, (a... 
Folglich gilt: 

Sind in zwew Büscheln projektiver Punktreihen auf einem Kegel- 
schnitte c” Involutionen enthalten, deren Projektivitäten füreinander invariant 
sind, so werden die Projektivitäten zwischen den Punktreihen des einen 
Büschels durch die Projektivität der Involution im andern Büschel umgekehrt. 

%. Liegen auf einem Kegelschnitte ce die Punktinvolutionen 
A, An, B, B„,... und A,4,, BBB.; :..; so hat erstere zum Involutions- 
zentrum den Schnittpunkt M der Geraden A,4,, B,B, und letztere den 
Schnittpunkt N der Geraden A,A,, B,B,.. Das c? einbeschriebene einfache 
Sechseck A„A4,A,B,B,B, hat nun die Verbindungsgerade p der Zentren 
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M und N zur Pascalgerade, und p bleibt Pascalgerade des Sechsecks, 
wenn auch der Punkt B, und die ihm durch die Involutionen zugeord- 
neten Punkte B, und B, den Kegelschnitt durchlaufen. Da hierbei die 
Geraden A,„B, und B„A, sich stets auf p schneiden, so ist p auch die 
Projektivitätsachse der auf c*gelegenenprojektiven Punktreihen A,, By, Om -- - 
und A„Bu Cm... Daraus folgt nach 4, zunächst: 

Erzeugt auf einem Kegelschnitte c* eine Punktreihe A, Bu Cu -:: 
mit zwei zu ihr projektiwen Punktreihen Ay, Ba Om. und Ay, Ba On: 
je eine Imvolution, so kehrt jede der beiden imvolutorischen Projektivitäten 
die Projektivität zwischen den Punktreihen A,, Ba; Om»: und Ay, Ba; On, . . um. 

Alle projektiven Punktreihen auf dem Kegelschnitte c*, deren Pro- 
jektivitätsachse die Verbindungsgerade der Involutionszentren M, N ist, bilden 
nun einen durch die projektiven Punktreihen A,, B„, C„, ... und A,, B,, On: »- 
gehenden Büschel (2... Die Projektivitäten zwischen seinen Punkt- 
reihen sind bestimmt, sobald wir dem Punkte A, nacheinander die übrigen 
Punkte A,,..., A... von c? entsprechen lassen. Sind A,, Bas Om --- 
und A„B,„C,... irgend zwei projektive Punktreihen des Büschels, 
so schneiden sich die Geraden A„B, und A,B, auf p. Ferner schneiden 
sich im Punkte M von p die Geraden A„4AuBmBo. Folglich ist 
p die Pascalgerade des c?” einbeschriebenen einfachen Sechsecks 
A Av, A, Bu B, B., und die Geraden A, A, und B,B, treffen sich in einem 
Punkte O auf »7. Fallen B,„ und B, nacheinander mit den homologen 
Punkten CO, C,; Da, D.; ... der projektiven Punktreihen A,, Bu, Om -- 
und A, B,C,... zusammen, so beschreibt der Schnittpunkt der Geraden 
A„B, und A,B, die Gerade p und die Gerade B, B, den Strahlenbüschel 
M. Die Gerade p bleibt also die Pascalgerade des einfachen Sechsecks 
A„ A, A, Bm Bo B,, und die Gerade B, B, dreht sich folglich um den Punkt 
0. Die projektiven Punktreihen A, B,C,... und A,B,C,... liegen 
somit involutorisch. D. h., es ist dargetan: 

Eine Punktreihe auf einem Kegelschnitte ®, die mit zwei zu ihr 
projektiwven Punktreihen involutorisch liegt, liegt involutorisch zu allen Punkt- 
reıhen des durch die zwei projektiven Punktreihen gehenden Büschels und 
erzeugt mit ihnen die Involutionen eines Büschels. Die Projektivitäten der er- 
zeugten Involutionen kehren die Projektivitäien zwischen den Punktreihen des 


Büschels projektiver Punktreihen um (b.). 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 4 
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8. Die in den vorstehenden Nummern abgeleiteten Sätze über 
Büschel projektiver Punktreihen und Büschel von Punktinvolutionen auf 
einem Kegelschnitte c? lassen sich auf die analogen Gebilde in den anderen 
Elementargebilden I. und II. Ordnung übertragen. 

Sind insbesondere M, N, X drei Punkte eines Kegelschnittes c? 
und X], X, die Schnittpunkte von MX und NX mit einer Gerade g, 
so sind den Punkten X, und X, in der von c* auf g hervorgerufenen 
Involution konjugierter Punkte bzw. die Punkte X, und X%, zugeordnet 
Die Geraden MX, und NX, schneiden ce noch in einem Punkte Y’ 
bzw. Z Da aber MX, MX, und NX,NXy, je zwei für c? konju- 
gierte Punkte projizieren, also der Pol @ von g für c* sowohl auf XY 
wie auf XZ liegt*), fällt Z mit Y zusammen. X, und X,„ beschreiben 
demnach, wenn X den Kegelschnitt c* durchläuft, auf g projektive Punkt- 
reihen, zu deren homologen Punkten auch X, und X, gehören. Kurz: 

Eine Gerade g schneidet die zu einem Kegelschnitte c* perspektiven 
Strahlenbüschel I. Ordnung in projektiven Punktreihen, die durch die Pro- 
jektwvität der von c” auf g hervorgerufenen Involution konjugierter Punkte 
in sich selbst übergeführt werden. Diese projektiven Punktreihen bilden also 
einen Büschel (3.). 

9. Soll ein Dreieck HIK das Deckdreieck zweier kollinearen Felder 
0(A,,@,...) und 0,(A,,4s,...) sein, so sind die kollinearen Felder be- 
stimmt, sobald noch zwei Punkte oder Strahlen ihrer Ebene o einander 
zugeordnet werden, die mit keinem Deckelemente inzident sind. Wir wollen 
diesen Satz im folgenden auch unter der Voraussetzung beweisen, daß 
zwei Ecken des Dreiecks — etwa I, K und folglich auch die ihnen bzw. 
gegenüberliegenden Dreieckseiten i,k — konjugiert imaginär sein können. 
Die Deckpunkte I, K sollen demnach auf der H gegenüberliegenden Seite 
h die Doppelelemente einer Punktinvolution h(A A’, BB’,...) sein, die 
Deckstrahlen i, k die Doppelelemente der zu ihr perspektiven Strahlen- 
involution H(aa’, bb’, ....), gleichgültig, ob diese Involutionen hyperbolisch 
oder elliptisch sind. 

Sind zunächst zur Bestimmung von o, und o, die durch die In- 
voiutionen h(AA’, BB’,...) und H(aa’,bb’,...) definierten Deckelemente 





*) v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 141. 
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und die homologen Punkte P,, P, gegeben, so enthält der durch die Strahlen- 
involution H(aa’,bb’,...) gehende Büschel projektiver Strahlenbüschel zwei 
Büschel H(pf,...) und H(p?,...), in denen die P,P, aus H projizieren- 
den Strahlen p? und 79% einander entsprechen (2.). Diese projektiven 
Strahlenbüschel müssenhomologe Gebilde von o, und o, sein, ebenso die bzw. 
zu ihnen perspektiven Punktreihen h(P!,...) und h(P},...) auf A und endlich 
die zu diesen Punktreihen bzw. perspektiven Strahlenbüschel P,(?,, --.) 
und P;(P,, ...). In ihnen fällt p, mit 97 und 9, mit 7% zusammen. Den 
Strahlenbüscheln A(pf,...) und P,(p,,...) von o, entsprechen nunmehr 
die Strahlenbüschel H(p},...) und P,(p,, ...) von o, und dem gemeinsamen 
Strahle p?=p, der ersteren Büschel der gemeinsame Strahl y=p, der 
letzteren. Hierdurch ist aber die Kollineation der Felder o, und o, fest- 
gelegt*), die dem Punkte P, den Punkt P, zuweist und das Dreieck HIK 
in Ruhe läßt, gleichgültig ob die Ecken I und K reell oder konjugiert 
imaginär sind. 

Fällt ?, nacheinander mit allen Punkten der Ebene o zusammen, 
so ergeben sich * Felder mit dem Deckdreiecke HIK. Durch je zwei 
von ihnen geht eine Schar solcher kollinearen Felder. Die kollinearen 
Felder mit demselben Deckdreiecke bilden also ein Heer (eine Scharschar). 

Wären andrerseits außer den Involutionen h(AA’, BB’,...) und 
H(aa’,bb’,...) zur Bestimmung von o, und o, die homologen Strahlen 
?,,?, bekannt, so würden, wenn 7, nacheinander mit allen Strahlen der 
Ebene o zusammenfällt, die oo? kollinearen Felder mit dem Deckdreiecke 
HIK sich als ein Bündel kollinearer Felder erweisen. Diese * kolline- 
aren Felder mit demselben Deckdreiecke HIK, gleichgültig ob die Ecken 
I und K reell oder konjugiert imaginär sind, bilden also sowohl einen 
Bündel wie auch ein Heer oder kurz ein ‚‚Bündelheer‘‘ kollinearer Felder. 

Berücksichtigt man, daß die Kollineation zwischen den Feldern o, 
und o, die Involutionen h(AA’, BB’,...) und H(aa’,bb’,...), welche die 
Deckelemente bestimmen, in sich selbst überführt (3.), so kann das Gesamt- 
ergebnis folgendermaßen zusammengefaßt werden: 

In einer Ebene gibt es nur eine Kollineation, für die eine gegebene 
Punktinvolution h(A A’, BB’, ...) und eine zu ihr perspektive Strahleninvolution 





*), v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 64. 
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H(aa’,bb’,...) invariant bleiben, und die außerdem zwei gegebene Punkte 
oder Strahlen einander entsprechen läßt. Alle kollinearen Felder der 
Ebene, deren Kollineationen die gegebenen Involutionen invariant lassen, 
bilden ein Bündelheer. Zwei gegebene kollineare Felder einer Ebene werden 
durch ein und nur ein Bündelheer verbunden. 

10. 0,(4,, a,, ...) und 0,(A,,@,, ...) seien zwei kollineare Felder mit 
dem Deckdreiecke HIK, von dem nur der Deckpunkt H und der ihm 
gegenüberliegende Deckstrahl h reell zu sein brauchen. Zwei gegebene homo- 
loge Strahlenbüschel ?P,,P, von o, und o, erzeugen dann einen Kegel- 
schnitt 9°. Die homologen Strahlenbüschel ?P, und P, sind bzw. perspektiv 
zu den homologen Punktreihen A(P},...) und A(P},...) auf dem Deck- 
strahle Ah, folglich schneidet 2® den Deckstrahl in den (reellen oder konju- 
giert imaginären) Deckpunkten /,K (9). Da p* auch den Deckpunkt H 
enthält, so wird der Kegelschnitt aus Z durch einen zu den erzeugenden 
Strahlenbüscheln ?, und P, projektiven Strahlenbüschel Z4(p,,; ...) projiziert. 
h schneidet diesen Strahlenbüschel also in einer zu den homologen Punkt- 
reihen h(Pf,...) und A(P3,...) projektiven Punktreihe, die in dem durch die 
homologen Punktreihen gehenden Büschel projektiver Punktreihen liegt (8.). 

Der Kegelschnitt ?* zerfällt in den Deckstrahl } und den Strahl 
%,, von H, sobald die homologen Punkte P, und P, mit den homologen 
Punkten P? und P} auf h zusammenfallen. Jedem Paare homologer 
Punkte X% und X auf Ah ist folglich je ein Strahl x, in H zu- 
geordnet, der Ort der Schnittpunkte aller homologen Strahlen von X} und 
X. Er möge als die zu den homologen Punkten X} und X% gehörige 
„Perspektivitätsachse‘“ bezeichnet werden. Aus dem soeben Bewiesenen 
ergibt sich somit: 

Die Perspektivitätsachsen x,,, die zu allen Paaren homologer Punkte 
X} und X% eines Deckstrahles h der kollokalen kollinearen Felder o, und o, 
gehören, bilden einen zu den homologen Punktreihen in h projektwen Strahlen- 
büschel in dem h gegenüberliegenden Deckpunkte H. Je zwei homologe 
Punkte X} und X% und der Schnittpunkt X}, von h mit der zu X} und X; 
gehörigen Perspektivitätsachse x, sind einander entsprechende Punkte dreier 
projektiven Punktreihen eines Büschels. Seine Grundpunkte sind die mit h 
inzidenten (reellen oder konjugiert imaginären) Deckpunkte I und K der 
kollinearen Felder. 
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Alle Verbindungsstrahlen homologer Punkte von o, und o, auf je 
zwei homologen Strahlen x? und 25 des Deckpunktes H sind inzident mit 
je einem Punkte X, auf h. Er heiße das zu den homologen Strahlen 
x# und «# gehörige „Perspektivitätszentrum“. Dann folgt aus Überlegungen, 
die denen für die Perspektivitätsachsen z,, dual nachzubilden sind: 

Die Perspektiitätszentren X ,,, die zu allen Paaren homologer Strahlen 
x# und x eines Deckpunktes Hder kollokalen kollinearen Felder o, und o, ge- 
hören, bilden eine zu den homologen Strahlenbüscheln in H projektive Punkt- 
reihe auf dem H gegenüberliegenden Deckstrahle h. Je zwei homologe Strahlen 
z® und x? und die Verbindungsgerade z%, von H mit dem zu «® und z# ge- 
hörigen Perspektivitätszentrum X, sind einander entsprechende Strahlen dreier 
projektiven Strahlenbüschel eines Büschels. Seine Grundstrahlen sind die mit 
H inzidenten (reellen oder konjugiert imaginären) Deckstrahlen i und k der 
kollinearen Felder. 

Die homologen Punktreihen A(X7,...) und h(X%,...) auf dem Deck- 
strahle A sind nun perspektiv zu den homologen Strahlenbüscheln H(z7,...) 
und A(z?,...) im Deckpunkte H, somit schließen wir aus den beiden 
letzten Sätzen: 

Der Strahlenbüschel H(z,,, ...) der Perspektivitätsachsen z,, ist projektiv 
zur Punktreihe h(X,s, ...) der Perspektivitätszentren X. Die Punktreihe 
h(X,2,...) und die zu ihr projektive Punktreihe h(X7,,...), in welcher der 
Deckstrahl h den Strahlenbüschel H(x,,,....) schneidet, liegen mit den homo- 
logen Punktreihen h(X%,...) und h(X},...) von o, und o, auf h im näm- 
lichen Büschel. 

Zwei homologe Punktreihen von o, und o,, deren Träger 7,, ?, bzw. 
mit den homologen Punkten P? und P} auf dem Deckstrahle h inzident 
sind, erzeugen einen durch Ah gehenden Strahlenkegelschnitt n*, sein Be- 
rührungspunkt auf A ist das zu den homologen Strahlen pf und 7% des 
Deckpunktes Z gehörige Perspektivitätszentrum P,,. Zwei homologe Strahlen- 
büschel von o, und o,, deren Mittelpunkte P,, P, bzw. mit den homologen 
Strahlen 9? und p% des Deckpunktes H inzident sind, erzeugen einen durch 
H gehenden Punktkegelschnitt 2°, seine Tangente in A ist die zu den 
homologen Punkten P} und P} des Deckstrahles h gehörige Perspektivi- 
tätsachse 7... 

Die Kollineation der Felder o, und o, ist übrigens bestimmt, sobald 








* 
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außer dem Deckpunkte H und dem ihm gegemüberliegenden Deckstrahle h 
entweder die homologen Strahlenbüschel in H und das zu zwei ihrer homo- 
logen Strahlen gehörige Perspektivitätszentrum gegeben sind, oder die homo- 
logen Punktreihen auf h und die zu zwei ihrer homologen Punkte gehörige 
Perspektivitätsachse. 

11. In einer Ebene seien drei kollineare Felder 0,(A,,@,...), 
0g(A,, @,,...) und 0,(A,,Q;,...) gegeben, deren Kollineationen die Punkt- 
involution A(AA’,BB’,...) und die zu ihr perspektive Strahleninvolution 
H(aa’,bb’,...) invariant lassen. Dann ist k ein Deckstrahl sowie H der 
ihm gegenüberliegende Deckpunkt der kollinearen Felder, und durch die 
homologen Punktreihen A(P}, Q},...), h(P3,Q},...) und A(P3, Q},...) von 
0,0, und o, auf h geht derselbe Büschel projektiver Punktreihen (9.). 
Er geht ferner durch die Punktreihe A(Pi,, Qi, ...), in der h den 
Strahlenbüschel A(p:s, Qi, ...) der Perspektivitätsachsen schneidet, die zu 
den homologen Punkten P!, P}; 0}, Q};... von o, und ©, auf Äh ge- 
hören (10.). Die Projektivitäten zwischen den Punktreihen eines Büschels 
sind nun füreinander invariant (3.); folglich werden durch die Kolline- 
ation von oc, und 0, irgend drei homologe Elemente X, X} und X7, der 
projektiven Punktreihen A(Pi,...), k(P3,...) und A(Pi,, ...) in drei andere 
homologe Elemente Y?, Y3 und Y%, derselben Punktreihen transformiert. 
Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß die Kollineation von o, und o, die 
homologen Elemente X7, X3 von o, und o, und die zugehörige Perspek- 
tivitätsachse &,, in die homologen Elemente Y?, Y3 der nämlichen kolline- 
aren Felder und die zugehörige Perspektivitätsachse y, überführt. Je 
zwei homologe bzw. mit X} und X inzidente Strahlen von o, und ©, 
werden somit durch die Kollineatiin von co, und 0, in zwei andere 
homologe bzw. mit Y! und Y3 inzidente Strahlen verwandelt. D. h.: 

Kollineationen in einer Ebene, die eine Punktinvolution h(A A’, BB’,...) 
und eine zu ihr perspektive Strahleninvolution H(aa’, bb’,...) nvarıant 
lassen, sind füreinander invariant. Alle kollinearen Felder einer Ebene, 
deren Kollineationen füreinander invariant bleiben, bilden ein Bündelheer (9.). 
Ihr gemeinsames Deckdreieck kann reell sein oder auch zwei konjugiert ima- 
ginäre Ecken haben. 

Geht ein Bündelheer durch zwei kollineare Felder o, und o,, so geht 
es auch durch zwei Felder, deren Kollineation invers zu der jener Felder ist. 
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12. In den kollinearen Feldern o,(A,,a,, ...), 0g(A,, Ay, ...),.. 


9 


0,(An, An -..), ... einer Schar mögen in einem Deckpunkte H die Strahlen 
a#, @#,...,2A,... einander entsprechen. Nun bilden die Punkte P,, ..., P,, .--, 
die in @,..., 0,... einem gegebenen mit z7 inzidenten Punkte P, ent- 
sprechen, mit P, eine zum Strahlenbüschel H(«7, 27,..., 2#,...) perspek- 
tive Punktreihe p(P,, Pa --., Pas -..). Somit fällt sowohl das zu den 
homologen Strahlen x7 und 23 von o, und o, gehörige Perspektivitätszentrum 


X; wie das zu den homologen Strahlen z und 27 von o, und o, ge- 
hörige Perspektivitätszentrum X, u. s. f. mit dem Schnittpunkte hp zu- 


sammen, und es gilt: 


Das zu einem Paare homologer Strahlen 1, x} zweier kollinearen 


Felder o,,o, in einem Deckpunkte H gehörige Perspektivitätszentrum X, 
ändert sich nicht, wenn o,„ nacheinander mit allen übrigen Feldern der o,, 0, 
verbindenden Schar zusammenfällt. 


Ebenso einfach läßt sich zeigen: 


Die zu einem Paare homologer Punkte X}, X% zweier kollinearen 
Felder ı,, 1, auf einem Deckstrahle h gehörige Perspektivitätsachse x,, ändert 
sich nicht, wenn r, nacheinander mit allen übrigen Feldern des r,, t, ver- 
bindenden Büschels zusammenfällt. 


13. Die Kollineation der kollokalen Felder o,(A,, a,, ...) und 
0,(A,, Gy, ...) ist bestimmt, sobald außer einem Deckstrahle A und dem 
ihm gegenüberliegenden Deckpunkte H gegeben sind die homologen Punkt- 
reihen h(X%,...) und A(X%,...) von o, und o, auf h und die zu den zwei 
homologen Punkten X? und X3 gehörige Perspektivitätsachse z, (10.). 
Der Deckstrahl h schneidet den Büschel 4(x,,, ...) der zu den homologen 
Punkten von A(X%,...) und A(X3,...) gehörigen Perspektivitätsachsen in 
einer zu den zwei Punktreihen projektiven Punktreihe h(X7s,...), und alle 
drei projektiven Punktreihen liegen im nämlichen Büschel (10.). Folglich 
kann, da die drei homologen Punkte X7, X% und X, der Punktreihen 
bekannt sind, die zu irgend zwei homologen Punkten Y} und Y% der kol- 
linearen Felder o, und o, auf dem Deckstrahle A gehörige Perspektivitäts- 
achse y,, sehr einfach und anschaulich vermittelst eines durch 4 gelegten 
Hilfskegelschnittes c? konstruiert werden (%.). Wir projizieren hierzu von 
H aus die Punktreihen A(X7,...) und A(X5,...) bzw. in die Punktreihen 
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c(X%,...) und c*(X5,...) des Kegelschnittes c* und schneiden den Strahlen- 
büschel H(z,.,...) durch c* in der Punktreihe c?(z%,,..... Dann weist 
der Kegelschnitt je zwei dieser in einem Büschel gelegenen projektiven 
Punktreihen die nämliche Projektivitätsachse p zu. Die projektiven Be- 
ziehungen zwischen den drei Punktreihen sind festgelegt durch die Projek- 
tivitätsachse p und die drei homologen Punkte X7, X3 und z%,. Schneidet 
die Gerade X, Y} die Projektivitätsachse p in &, so trifft die Gerade 
X?& den Kegelschnitt c” noch in Y3, und schneidet die Gerade =, Y% die 
Projektivitätsachse p in T, so trifft die Gerade X7T den Kegelschnitt c* 
noch im Punkte is. Der yi, aus H projizierende Strahl ist die gesuchte 
zu den homologen Punkten Y} und Y} von o, und o, gehörige Perspek- 
tivitätsachse %ıs- 








Ist insbesondere Z& das mit X% zusammenfallende Element der 
Punktreihe c?(X3,...), so liefert die angegebene Konstruktion 2, und 27; 
als einander entsprechende Punkte [Fig. 2] der projektiven Punktreihen 
e(X%,...) und c(X3,...), und die zu den homologen Punkten Z}, Z} und 
X}, X} von o, und o, gehörigen Perspektivitätsachsen 2,, und x,, als homo- 
loge Strahlen von o, und o, in H. 

Das durch die kollinearen Felder o, und o, gehende Bündelheer 
enthält ein Paar Felder o, und o,, zwischen denen die zu der Kollineation 
von o, und o, inverse Kollineation besteht (11... In ihnen ist, wenn Z} 
mit X% bezeichnet wird, X* und X% ein Paar homologer Punkte des Deck- 
strahles A, die Gerade z,; die zu den homologen Punkten X} und X; ge- 
hörige Perspektivitätsachse x,,, und x, und z,, ein Paar homologer Strahlen 
des Deckpunktes H. Ebenso entspricht in o, und o, dem Perspektivitäts- 
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zentrum X,, der homologen Strahlen x} und 23 von o, und o, das Perspektivi- 
tätszentrum X,, der homologen Strahlen z} und 25 von o, undo,. D.h.: 

Sind in einem Bündelheere kollinearer Felder die Kollineationen 
zwischen den Feldern o,,0, und 0,,0, zueinander invers, so sind die zu 
den homologen Punkten X} und X% und X! und X3 auf dem Deckstrahle h 
bzw. ın jenen Feldern gehörigen Perspektivitätsachsen x, und &,, homologe 
Strahlen von o, und o, in dem h gegenüberliegenden Deckpunkte H. Analog 
sind die zu den homologen Strahlen x4,23 und 4,24 in H gehörigen Per- 
spektwitätszentren X, und X, homologe Punkte von o, und o, auf h. 

14. Die in 13. benutzte Definition der kollinearen Felder o, und 
o, durch die Deckelemente A und H, durch die homologen Punktreihen 
h(X4,:..) und A(X5,...) auf A und die zu den zwei homologen Punkten 
X, X3 gehörige Perspektivitätsachse x,, gestattet auch das zu zwei ge- 
gebenen homologen Strahlen von H gehörige Perspektivitätszentrum einfach 
und anschaulich zu ermitteln. Entspricht nämlich der als yf zu o, ge- 
rechneten Perspektivitätsachse z,, in o, der Strahl y, so entspricht in o, 
dem mit 7 inzidenten Schnittpunkte $S, zweier homologen Strahlen s, 
und 3 von X} und X% der Schnittpunkt S, von s, mit y#. Dreht sich 
s; um X?, so dreht sich s, um X%, während $S, und $, die Strahlen y? und 
y durchlaufen. X% wird somit das zu den homologen Strahlen yF und 
von o, und o, in H gehörige Perspektivitätszentrum Y,,, sobald der Strahl 
yı mit der Perspektivitätsachse x,, der homologen Punkte X* und X} von 
o, und o, auf h zusammenfällt. Nun ist die Punktreihe h(X,,, ...) der zu 
je zwei homologen Strahlen von o, und o, in H gehörigen Perspektivitäts- 
zentren projektiv zu den homologen Strahlenbüscheln A(z?,...) und 
H(z},...) von o, und o, in H. Ferner liegen der die Punktreihe aus 
H projizierende Strahlenbüschel und die zu ihm projektiven homologen 
Strahlenbüschel A(zf,...) und H(a?,...) im nämlichen Büschel projek- 
tiver Strahlenbüschel (10.). Folglich benutzen wir den in 13. durch H 
gelegten Hilfskegelschnitt c”, um nunmehr aus diesen projektiven Be- 
ziehungen sowie aus den zwei homologen Strahlen yf, yX und dem zuge- 
hörigen Perspektivitätszentrum Y,, das zu irgend zwei homologen Strahlen 
ul,u% von o, und o, in H gehörige Perspektivitätszentrum U,, zu ermitteln. 

Der Kegelschnitt c* schneidet die projektiven Strahlenbüschel 
H(af,...), H(af,...) und A(z,., ...) wiederum in den zu ihnen perspektiven 


- 
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Punktreihen c(X?,...),c*(X3,...) und c*(z4,, ...). Je zwei dieser Punkt- 
reihen eines Büschels weist c® die nämliche Projektivitätsachse p zu (2.). 
Die Projektivitäten zwischen den drei Punktreihen sind bestimmt durch die 
Projektivitätsachse 9 und die einander entsprechenden Punkte X?, X3 und x{,. 


Fig.d 








Gemäß obiger Auseinandersetzung suchen wir nunmehr die Punkte Y}, Y3 
und den Punkt Y%, auf, in den sich aus H das Perspektivitätszentrum der 
homologen Strahlen y? und 4% auf c” projiziert [Fig. 3]. Der Punkt 
Y: fällt nach ihr mit dem Punkte x, zusammen, die Gerade X x, schneidet 
folglich die Projektivitätsachse p in einem Punkte &, dessen Verbindungs- 
strahl mit X} den Kegelschnitt nochmals in Y% trifft. Der Punkt Y%, ist, 
wie ebenfalls daselbst nachgewiesen wurde, identisch mit dem Punkte X. 
Da die Punktreihen cX(X%,..., Y3,...), (X, ..., Y%...) und (X, ..., Yin...) 
im selben Büschel liegen (10.), so weist c” je zweien von ihnen auch 
die Projektivitätsachse p zu. Ihre Projektivitäten sind festgelegt durch die 
drei einander entsprechenden Punkte Y}, Yg und Y7, unddurch die Projektivi- 
tätsachse p. — Sind jetzt u und wg irgend zwei homologe Strahlen von H 
in o, und o, und ermittelt man auf c* mit Hilfe der Projektivitätsachse 9 
und der einander entsprechenden Punkte Y} und Y%, zum Punkte U} den 
ihm entsprechenden Punkt U‘, [Fig. 3], so ist die Projektion von U}, vom 
Deckpunkte H aus auf den Deckstrahl A das Perspektivitätszentrum U,, 
der homologen Strahlen u? und u% von H. Insbesondere ergibt sich der 
Xi entsprechende Punkt X7,, indem man den Schnittpunkt der Geraden 
p und Y%,X7 von Y% auf c* projiziert. Aus ihm folgt das zu den homo- 
logen Strahlen =? und: «X gehörige Perspektivitätszentrtum X, als der 
Schnittpunkt des Strahles 4 X, mit Ah. 
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Fällt endlich der Punkt Z3 mit X{ zusammen [Fig. 4], so schneidet 
die Tangente in X an den Kegelschnitt c* die Projektivitätsachse p in 
einem Punkte X, den man mit X3 durch eine Gerade verbinden muß, 
um auf c® den Z3 entsprechenden Punkt Z; zu erhalten. _ Nun ist der 
Punkt X mit dem Punkte Y%, identisch, und die Gerade p auch die 
Projektivitätsachse der projektiven Punktreihen c*(Xf,,..., Yiz,...) und 
cHXt,..., Y%,...), folglich schneidet die Verbindungsgerade X Yj den Kegel- 
schnitt noch in dem Punkte Z,. Da aber z/, mit Y7 zusammenfällt, 
ergeben sich sonach Zi, und X; als einander entsprechende Punkte der 
projektiven Punktreihen c*(X1,...) und c*(z7,, ...). 

In den zu o,, o, invers kollinearen Feldern o,, o, fallen die homo- 
logen Strahlen 2? und z7 von o, und o, bzw. mit den homologen Strahlen 
x; und 25 von o, und o, zusammen. Der Schnittpunkt Z, der Gerade 
HZ, mit dem Deckstrahle A ist somit das zu den homologen Strahlen 
x, und 27 von o, und o, in H gehörige Perspektivitätszentrum X,,, und 
es ergibt sich: 

Sind in einem Bündelheere kollinearer Feldee h und H gegenüber- 
liegende Deckelemente der Felder und sind die Kollineationen der Felder o,, o, und 
0,, 05 ınvers zueinander, so sind auch invers zueinander die Projektivität 
zwischen der Punktreihe h(X},...) und dem Strahlenbüschel der Perspektivi- 
tätsachsen H(z,,,...) und die Projektivität zwischen dem 'Strahlenbüschel 
H(z7,...) und der Punktreihe der Perspektivitätszentren h(X;s, - -). 

15. In einem Büschel kollinearer Felder bleibt die zu einem Paare 
homologer Punkte X%, X}, von 0,0, auf dem Deckstrahle A gehörige 
Perspektivitätsachse z,,, invariant, wenn o,, nacheinander mit den anderen 


Feldern des Büschels zusammenfällt (12.). Die zu den Felderpaaren o,.0,;; 
n* 
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O1, 045 22.5 01, O5... bzw. gehörigen Strahlenbüschel 4(2,,, ...), Hlzıs »--)»---, 
H(&yon ».+),... der Perspektivitätsachsen sind folglich identisch, und die 
zwischen der Punktreihe A(X%,...) und dem Strahlenbüschel A (x, --.) 
bestehende Projektivität (10.) bleibt also dieselbe, welchen ganzzahligen 
Wert n auch annimmt. Durch den Büschel geht ein Bündelheer kolline- 
arer Felder (9.). Es enthält die zu o,, 055 0,, 045 ...5 O4, Oyns ».. bZw. invers 
kollinearen Felder o,, 05; 0,, 0,5 ...5 0, Ogyı5 -..; Sie bestimmen auf dem H 
gegenüberliegenden Deckstrahle A die projektiven Punktreihen h(X,.» --.), 
KXyss ee )s or MÄgenrıs +)» «-. der Perpektivitätszentren. Nun ist nach 
14. die Projektivität zwischen den Grundgebilden 4(z?, ...) und k(Xya+1 -- -) 
invers zu der zwischen den Grundgebilden A(X%,...) und Hm --»). 
Letztere Projektivität bleibt aber, wie eben bewiesen wurde, unverändert 
für jedes ganzzahlige n, folglich bleibt auch die Projektivität zwischen 
H(=7,...) und A(X,an+1; ...) hierfür unverändert. Die projektiven Punkt- 
reihen A(X,3 -- -); HA +++) ++, AlAımmrız ++)». der Perspektivitätszentren 
sind also identischh oder die Paare kollinearer Felder o,, 0,; 0,, 0,5 ...; 
O, Ognryı5... Tufen auf dem Deckstrahle h dieselbe zu dem Strahlenbüschel 
H(«#,...) projektivre Punktreihe der Perspektivitätszentren hervor und 
bilden somit eine Schar (12... Demnach können wir schließen: 

Die Büschel und Scharen im Bündelheere kollinearer Felder lassen 
sich einander so zuordnen, daß jeder Kollineation zwischen zwei Feldern 
eines Büschels die zu ihr inverse Kollineation zwischen den ihnen zugeordneten 
Feldern der Schar entspricht. 

16. Soll die Korrelation eines polaren Feldes n? eine gegebene Punkt- 
involution h(44A’,BbB’,...) und eine gegebene zu ihr perspektive Strahlen- 
involution H(aa’, bb’,...) miteinander vertauschen, so muß in n? die Ge- 
rade h die Polare des Punktes A sein. Ferner muß die Projektivität der 
Punktinvolution h(A4A’, BB’,...) und die der Involution konjugierter 
Punkte von n® auf A füreinander invariant sein, folglich auch die der 
Strahleninvolution Hf(aa’,bb’,...), und die der Involution konjugierter 
Strahlen von n? in A. Nun bilden alle Punktinvolutionen, deren Projek- 
tivitäten für die der Involution h(A A’, BB’, ....) invariant sind, einen Büschel 
(5.). Durch ein gegebenes Punktepaar auf h geht also eine seiner In- 
volutionen. Sind demnach ein gegebener Punkt P und eine gegebene 
Gerade p Pol und Polare in n®, ist somit der Punkt Ap= P* konjugiert 
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dem Schnittpunkte $* von h mit der Gerade HP, so sendet der Büschel 
durch das Punktepaar P*,9* die auf h gelegene Involution konjugierter 
Punkte von n?. Sie wird aus H durch eine Involution konjugierter 
Strahlen von r* projiziert. Je zwei dieser konjugierten Strahlen bilden 
mit h ein Polardreieck, und jedes solcher Polardreiecke, abgesehen vom 
Polardreiecke H P*Y*, bestimmt mit dem Punkte P und seiner Polare 9 
das polare Feld n?. Also: 

In einer Ebene n gibt es nur eine polare Korrelation, die eine 
gegebene Punktinvolution h(AA’,BB’,...) und eine gegebene zu ihr per- 
spektive Strahleninvolution H(aa’, bb’, ....) miteinander vertauscht, und 
dabei in n einem gegebenen Punkte P einen gegebenen Strahl p als Polare 
zuordnet. 

Die reellen oder konjugiert imaginären Doppelelemente der Invo- 
lutionen hA(AA’, BB’,...) und H(aa’,bb’...) sind bzw. die mit A inzi- 
denten Ecken und die mit H inzidenten Seiten eines Polardreiecks von n?, 
Somit ist nach unserm Satze ein polares Feld rn? auch dann bestimmt 
durch ein Polardreieck und einen gegebenen Punkt P und seine Polare p, 
wenn zwei Seiten des Dreiecks und folglich die ihnen gegenüberliegenden 
Ecken konjugiert imaginär sind. 

Fällt 9 nacheiander mit allen Geraden der Ebene rn zusammen, 
so ergeben sich coo*' polare Felder n?, deren Korrelationen die Punktin- 
volution h(AA’,BB’,...) mit der zu ihr perspektiven Strahleninvolution 
H(aa’,bb’,...) vertauschen. Durch je zwei polare Felder n? geht ein 
Büschel und eine Schar solcher Felder oder: 

Die polaren Felder einer Ebene, deren Korrelationen eine gegebene 
Punktinvolution h(AA’,BB’,...) mit einer gegebenen zu ihr perspektiven 
Strahleninvolution H(aa’,bb’,...) vertauschen, bilden ein Bündelheer. Das 
gemeinsame Polardreieck der polaren Felder kann reell sein oder ein Paar 
konjugiert imaginärer Ecken haben. 

17. Wir haben kollineare Felder o,,0,,... kennengelernt, deren 
Kollineationen eine gegebene Punktinvolution A(44’,BB’,...) und eine 
zu ihr perspektive Strahleninvolution H(aa’, bb’,...) invariant lassen (9.), 
und polare Felder n?, n?,..., deren Korrelationen jene beiden Involutionen 
miteinander vertauschen (16.). Welche Beziehung besteht nun zwischen 
der Korrelation des Feldes n? und der Kollineation zwischen den Feldern 
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0,(% 9, -..) und 9,(W, az, ...), in welche die kollinearen Felder o,(A,, a,, ...) 
und 0,(A,, @,, ...) bzw. durch jene Korrelation transformiert werden ? 
Zunächst haben die kollinearen Felder g,,0, und die kollinearen 
Felder o,, o, die Deckelemente A und H gemein. Dann gehen die homo- 
logen Strahlenbüschel 4(2?,...) und H(=?,...) von o, und o, im Deck- 
punkte H über in die homologen Punktreihen h(,...) und h(&,...) von o, 
und ge, auf dem Deckstrahle A. Endlich verwandelt sich die Punktreihe 
h(X,s, ...) der zu den homologen Strahlen z7,2?;... gehörigen Perspek- 
tivitätszentren X,,,... in den Strahlenbüschel A(g,., ...) der zu den homo- 
logen Punkten #,%;... gehörigen Perspektivitätsachsen g,,.... Nun 
bestimmt die Strahleninvolution H(aa’, bb’,...) einen Büschel projektiver 
Strahlenbüschel, der außer der Strahleninvolution die Strahlenbüschel 
H(«?,...) und H(a%,...) und den die Punktreihe h(X,,,...) projizierenden 
Strahlenbüschel 7(x7,, ...) enthält (10.). Der Büschel projektiver Strahlen- 
büschel wird, da die Korrelation des polaren Feldes n* die zueinander per- 
spektiven Involutionen H(aa’,bb’,...) und MKAA’,BB’,...) miteinander 
vertauscht, durch die Korrelation von n? in einen durch die Punktinvolution 
h(AA’,BB’,...) gehenden Büschel projektiver Punktreihen übergeführt. 
Dieser Büschel enthält also außer der Punktinvolution h(A4A’, BB’, ...) 
die homologen Punktreihen h(%,...) und h(%,...) von e, und ©, und 
die Punktreihe h(&,,...), in der A den Büschel H(g,.,...) der zu den 
homologen Punkten #,%;... gehörigen Perspektivitätsachsen schneidet. 
Vertauscht aber die Korrelation von n* die beiden zueinander perspektiven 
Involutionen A(aa’, bb’,...) und h(AA’, BB’,...) miteinander, so müssen 
die Projektivitäten der Involution A(AA’, BB’,...) und der durch n? auf 
h bestimmten Involution konjugierter Punkte füreinander invariant sein. 
Die Projektivität letzterer Involution verwandelt nun die homologen Punkt- 
reihen A(X7,...) und Ah(X%,...) von o, und o, in die homologen Punkt- 
reihen h(&,...) und h(%,...) von e, und g, und die Punktreihe h(X,.,.:-) 
in die zum Strahlenbüschel ZH(r,., ...) perspektive Punktreihe h(%},, --.)- 
Sind aber die Projektivitäten der Involution A(AA’,BB’,...) und der 
Involution konjugierter Punkte von n? auf h füreinander invariant, so 
werden je zwei projektive Punktreihen des durch h(A A’, BB’, ....) gehenden 
Büschels durch die Projektivität der Involution konjugierter Punkte in die 
zu ihnen invers projektiven Punktreihen übergeführt (6.). Folglich ist die 
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Projektivität der homologen Strahlenbüschel H(z},...) und H(x}....) 
von 0, und o, invers zur Projektivität der homologen Punktreihen h(*%,...) 
und h(%&,...) von oe, und 9, und die Projektivität zwischen dem Strahlen- 
büschel H(z},...) und der Punktreihe der Perspektivitätszentren h(X,., ...) 
invers zur Projektivität der Punktreihe h (&},...) und dem Strahlenbüschel 
der Perspektivitätsachsen H(r,,...). Nach dem in 14. bewiesenen Satze 
ist aber die Kollineation der Felder o,, 0, invers zu derjenigen der Felder 
0,,0g. Somit ergibt sich: 

Bleiben in einer Ebene eine gegebene Punktinvolution h(A A’,BB’,...) 
und eine zu ıhr perspektwe Strahleninvolution H(aa’,bb’,...) für eine 
 Kollineation invariant, während eine polare Korrelation sie miteinander ver- 
tauscht, so kehrt die polare Korrelation die Kollineation um. Alle polaren 
Felder, deren Korrelationen die gegebene Kollineation umkehren, bilden ein 
Bündelheer (16... Ihr gemeinsames Polardreieck ist zugleich das durch die 
Kollineation bestimmte Deckdreieck (9.).,. Seine Ecken sind entweder reell, 
oder zwei von ihnen sind konjugiert imaginär. 

18. Die Polaren a,, a3; b,, bz;... der Punkte A,B,... in zwei po- 
laren Feldern o7(Aa,, Bb,,...) und o%(Aa,, Bb,,...) einer Ebene bilden 
die homologen Strahlen in zwei kollinearen Feldern o, und o,. Der Punkt 
H habe nun in o7 und o% die nämliche Polare h, dann ist H ein Deck- 
punkt und A ein Deckstrahl von o, und o,. Fällt ein Punkt nacheinander 
mit den Punkten X*, Y*,... auf } zusammen und der mit ihm inzidente 
Strahl von 7 mit den Strahlen »*, y*,..., so entsprechen der Punktreihe 
h(X*, Y*,...) die homologen Strahlenbüschel A (ef, yr,...) und H(a, %,...) 
von co, und o, und dem Strahlenbüschel 4 (z*, y”,...) die homologen Punkt- 
reihen A(X, Y7},...) und AX3, Y3,...). Durch die homologen Strahlen- 
büschel Z(a?,y?,...) und Al(af,yd,...) geht ein Büschel projektiver 
Strahlenbüschel, durch die homologen Punktreihen h(X}, Y},...) und 
h(X%, Y3,...) ein zu ihm perspektiver Büschel projektiver Punktreihen. 
Ersterer enthält (2.) eine Strahleninvolution H(aa’,bb’,...), letzterer 
eine zu ihr perspektive Punktinvolution A(44A’,BB’,.... Die Pro- 
jektivität der Strahleninvolution ist invariant (3.) für die Projekti- 
vität zwischen den Strahlenbüscheln HA(=?,y?,...) und H(af,%;:-.) 
die Projektivität der Punktinvolution für die zwischen den Punkt- 
reihen A(X*, Y*,...) und A(X%, Y},.... Beide involutorischen Projek- 
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tivitäten sind also invariant für die Kollineation zwischen den Feldern 
o, und o,. 

Die polaren Felder of und og bestimmen nun auf h bzw. die In- 
volutionen konjugierter Punkte h(X* X}, Y*”Y},...) und H(X*X3, Y"Y}....). 
Die Projektivitäten dieser Involutionen verwandeln (6.) den durch die 
homologen Punktreihen A(X%, Y},...) und A(X3,Y},...) von o, und o, 
gehenden Büschel projektiver Punktreihen derart in sich selbst, daß die 
Projektivität zwischen je zwei seiner Punktreihen in die zu ihnen inverse 
Projektivität übergeht, während die seiner Involution invariant bleibt. 
Die Projektivitäten der Involution A(A4’, BB’,...) und der Involutionen 
konjugierter Punkte von 07 und og aufh sind also füreinander invariant, 
ebenso die Projektivitäten der Involution H(aa’, bb’,...) und der Involuti- 
onen konjugierter Strahlen von o7 und og in H. Folglich vertauschen 
die Korrelationen der polaren Felder o? und oz die für die Kollineation 
der Felder o, und o, invarianten Involutionen h(AA’, BB’,...) und 
H(aa’,bb’,...) miteinander. Kurz (1%.): 

Erzeugt ın einer Ebene ein Feld mit zwei zu ıhm korrelativen Feldern 
0,, 0, bzw. die polaren Felder oT, 0%, so kehrt jede der polaren Korrelationen 
die Kollineation zwischen den Feldern o,, 0, um. 

19. Die kollinearen Felder o,(X,,%,, Yı, %1 ---); Og(Xg; Xu, Ya, Ya, -- -); 
Og(Äg, Lg, Ya) Yar ++ +)5 2005 OnlAns Ins Yon Ynz ++); -.. einer Schar bestimmen auf 
dem Deckstrahle 3 die homologen Punktreihen A(X,, Y},...), X, Y3,...), 
h(X3, Y3,...),.., MAH, Y%,...),...; sie bilden einen Büschel projektiver 
Punktreihen. Liegt nun ein Feld o zu zwei Feldern der Schar — etwa 
zu o, und o, — involutorisch korrelativ, erzeugt es also mit ihnen zwei 
polare Felder of(Xx,, Yy,,...) und 0(Xx, Y%,, ...), so rufen 07 und & 
auf A bzw. die Involutionen konjugierter Punkte k(X*X1, Y*Y7,...) und 
h(X"X3, Y"Y},...) hervor. Die Punktreihe h(X*, Y*,...), die mit zwei 
zu ihr projektiven Punktreihen involutorisch liegt, liegt involutorisch zu 
allen Punktreihen des durch die zwei Punktreihen gehenden Büschels zu 
ihr projektiver Punktreihen (%.). Folglich ergeben sich auf A noch die 
Involutionen h(X*”X3, Y’Y},...),..., HA"X%, Y*YR,...),... Die Korte- 
lation zwischen o und o, weist somit in den Dreiecken H X"X?, H Y"Y}, .... 
jedem Eckpunkte die ihm gegenüberliegende Seite zu. Das gleiche gilt in 
der Korrelation zwischen o und o, für die Dreiecke HX’"X},HY"Y‘,,... 













$, Jolles, Invarianz und Umkehrung von Projektivitäten und Kollineationen. 41 


Die Korrelationen zwischen o und den Feldern o,,...., o,,... sind also auch 
involutorisch*). Sie liefern bzw. die polaren Felder 0o/(Xz,, Yys,...),-.-; 
0X, YYm.+-.),.... — Die Pole, welche die polaren Felder oT, 05, ....,0,,... 


einem gegebenen Strahle zuordnen, bilden nun eine Gerade und demnach 
die polaren Felder selbst eine Schar. Somit ist dargetan: 

Liegt ein Feld zu zwei Feldern einer Schar kollinearer Felder wnvolu- 
torisch korrelativ, so liegt es involutorisch korrelativ zu allen ihren Feldern 
und erzeugt mit ihnen die polaren Felder einer Schar. 

Aus diesem Satze und dem zu ihm dualen folgt, da durch zwei 
kollineare Felder einer Ebene eine Schar und ein Büschel kollinearer Felder 
und somit ein Bündelheer geht (9.): 

Ist ein Feld korrelativ zu den Feldern eines Bündelheeres kollinearer 
Felder, und liegt es zu zwei Feldern des Bündelheeres involutorisch, so liegt 
es zu allen seinen Feldern involutorisch. Die erzeugten polaren Felder bilden 
selbst ein Bündelheer, ihre Korrelationen kehren die Kollineationen zwischen 
den Feldern des Bündelheeres kollinearer Felder um. 

20. Die Aufgabe, alle kollinearen Räume mit demselben Deck- 
tetraeder zu bestimmen, gleichgültig ob seine Ecken reell oder paarweise 
konjugiert imaginär sind, verlangt die Konstruktion aller kollinearen Räume, 
deren Kollineationen zwei gegebene Punkt- oder Ebeneninvolutionen mit 
windschiefen Trägern invariant lassen. 

Es seien u(A, 4A), B,B/;,...) und v(4,4/,B,B},...) zwei solcher 
Punktinvolutionen und 2,(A,,,&,,...) und 3,(A,,@,, &,...) zwei der 
gesuchten kollinearen Räume, deren Kollineationen die Involutionen in 
sich selbst überführen sollen, also ihre Träger zu Deckstrahlen haben. 
Dann gehen durch zwei gegebene homologe Punkte P, und P, von 3, und 
2, zwei homologe mit den Deckstrahlen u und v inzidente Geraden p, 
und 9,. Sie schneiden % in den homologen Punkten Pf und P% und v in 
den homologen Punkten P} und ?} von 8, und 3, und die durch die drei 
Paare einander entsprechender Punkte P,, P,; Pt, P und Pf, P% bestimmten 
projektiven Punktreihen 7, (P,, Pi, Pi,...) und 9, (P,, P, P}....) sind homo- 
loge Punktreihen der gesuchten kollinearen Räume. Der durch die Invo- 
lution u (A, A), B, Bi,...) gehende Büschel projektiver Punktreihen (2,) muß 









*) v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 131. 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 
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nun die auf u gelegenen homologen Punktreihen u (A7,...) und u(A3....) 
von &, und &, enthalten, und der durch die Involution v(A, A}, B, B,,...) 
gehende die auf v gelegenen homologen Punktreihen v (A},...) und v (A3,...) 
von 3, und &,. Jene homologen Punktreihen sind durch die Involution 
u(A,4A/,B, Bi,..:) und die homologen Punkte Pf, P5 bestimmt, diese 
durch die Involution v (A, A}, B, B},...) und die homologen Punkte P', P;. 
Dem Punkte 9,4 = Pf entspricht nun der Punkt pxu = P3, und dem 
Punkte 9,9 = Pi der Punkt %,v = P;, folglich können die Ebenen p,u 
und p,v auf eine Weise kollinear so bzw. auf die Ebenen 9% und 9,v 
bezogen werden, daß die Punktreihen 9,(P,. Pr, Pi,...), u(AY,..., Pi...) 
und ®(A},...,Pl,...) den bzw. zu ihnen projektiven Punktreihen 
2 (P,, P3, Pa,...), u(A%,..., P},...) und v(A2...., P},,...) entsprechen*). 
Hierdurch ist aber diejenige Kollineation zwischen den Räumen $&, und 3, 
bestimmt **), für welche die beiden gegebenen Involutionen invariant sind, 
und die dem Punkte P, den Punkt ?, entsprechen läßt. 


Fällt ?P, nacheinander mit allen Punkten des Raumes zusammen, 
so erhalten wir oo® kollineare Räume 3, Durch je zwei geht eine 
Schar solcher Räume, durch je drei, die nicht in einer Schar liegen, ein 
Heer. Die 0° kollinearen Räume, deren Kollineationen die Involutionen 
u(A4,4A,,B,Bi,...) und v(4,A,),B,B},...) invariant lassen, bilden also 
eine zum Gebüsche duale Mannigfaltigkeit, die wir als „Verband“ be- 
zeichnen wollen. 

Mit den Punktinvolutionen u(A, A,, B, Bj, ...) und v(A, A}, B, B},...) 
bleiben die aus den Strahlen u und v sie wechselseitig projizierenden 
Ebeneninvolutionen u(«a, «&,,ß,ßi,...) und v(o,«,,ß,ß,...) für die Kolli- 
neation zwischen &, und 3, invariant. Sind z, und r, zwei gegebene 
Ebenen, so können somit 3, und 3, auch als kollineare Räume definiert 
werden, deren Kollineation die Ebeneninvolutionen u(a, «,, ß, Pi, ...) und 
v(a,«@,ß,ßs...) invariant läßt, und x, und n, einander zuordnet. Fällt 
77, nacheinander mit allen Ebenen des Raumes zusammen, so erhalten wir 
wiederum die co® kollinearen Räume &,.. Nunmehr geht aber durch je 
zwei von ihnen ein Büschel solcher Räume, also durch je drei von ihnen, 





*) v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 64. 
”*) A. a. O., S. 68. 
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die in keinem Büschel liegen, ein Bündel. Somit bilden &, und die 
Räume 3, nicht nur einen Verband, sondern auch ein Gebüsch oder kurz 
einen „Gebüschverband“ kollinearer Räume. Als Gesamtergebnis obiger 
Überlegungen kann nunmehr der Satz ausgesprochen werden: 


Es läßt sich nur eine Kollineation bestimmen, für die zwei gegebene 
Punktinvolutionen mit windschiefen Trägern uw und v und folglich auch die 
sie aus u und v wechselweise projizierenden Ebeneninvolutionen invariant 
sind, und die außerdem zwei gegebene Punkte oder Ebenen einander ent- 
sprechen läßt. Alle kollinearen Räume, deren Kollineationen zwei Punkt- 
involutionen mit windschiefen Trägern u, v und folglich auch die sie aus u, v 
wechselweise projizierenden Ebeneninvolutionen invwariant lassen, bilden einen 
Gebüschverband. Seine kollinearen Räume haben das nämliche Decktetraeder. 
Die Ecken des Tetraeders sind reell oder paarweise konjugiert imaginär. 
Zwei kollineare Räume bestimmen einen sie enthaltenden Gebüschverband. 

In einem Deckstrahle bestimmen die kollinearen Räume eines Ge- 
büschverbandes &' homologe Punktreihen und Ebenenbüschel, die einen 
Büschel projektiver Punktreihen bzw. einen Büschel projektiver Ebenen- 
büschel bilden. Je zwei kollineare Räume des Gebüschverbandes erzeugen 
einen tetraedralen Strahlenkomplex. Für die Ordnungskurven eines solchen 
sind die einander zugeordneten Elemente der Involution im Büschel pro- 
jektiver Punktreihen konjugiert*). Das gleiche gilt für seine Ordnungs- 
gewinde und die einander zugeordneten Elemente der Involution im Büschel 
projektiver Ebenenbüschel. Die durch die Ordnungskurven der Strahlen- 
komplexe gehenden Flächen II. Ordnung bestimmen also in den Deckstrahlen 
der kollinearen Räume des Gebüschverbandes die nämliche Involution 
konjugierter Punkte, die durch die Ordnungsgewinde gehenden Flächen 
II. Klasse die nämliche Involution konjugierter Ebenen. 

21. Die Punktinvolutionen u(A, A’, B,BÄ},...) und v(A, A}, B, B},...) 
mit den windschiefen Trägern u,» seien gegeben, ferner zwei kollineare 
Räume 3,(A,,0,%,...) und 3,(A,,Q,, &,...), deren Kollineation die In- 
volutionen invariant läßt, und die einen tetraedralen Strahlenkomplex ©); 
erzeugen. Die Komplexkegel von &}, rufen auf u und v die Involutionen 





*) Jolles in Reye's Geometrie der Lage, Dritte Abteilung, IV. Auflage, Leipzig 
1910, S. 209. 
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konjugierter Punkte uw(A,A),B,Bi,...) und v(A,4A/,B,B;,...) hervor, 
sonach bestehen die sie aus einem gegebenen Punkte P projizierenden 
Strahleninvolutionen aus Paaren konjugierter Strahlen für den Komplex- 
kegel mit dem Mittelpunkte P. Der von P ausstrahlende Komplexkegel kann 
folglich konstruiert werden, sobald außer diesen zwei Involutionen für ihn 
konjugierter Strahlen noch ein zu den Deckstrahlen von 2, und 3, wind- 
schiefer mit P inzidenter Komplexstrahl s bekannt ist*).,. Nun durch- 
dringen die Komplexkegel zweier gegebenen Punkte Q@ und R von s den 
Komplexkegel aus dem Punkte P in s und zwei kubischen Raumkurven, 
die Ordnungskurven von &}, sind**. Da aber mit Hilfe zweier Ordnungs- 
kurven eines tetraedralen Strahlenkomplexes alle seine Strahlen ermittelt 
werden können ***), so folgt: 

Ein tetraedraler Strahlenkomplex ist bestimmt durch zwei Gegenkanten 
seines Haupttetraeders, durch die Involutionen konjugierter Punkte, die seine 
Ordnungskurven auf ihnen hervorrufen, und durch einen zu den Kanten des 
Haupttetraeders windschiefen Komplexstrahl. Das Haupttetraeder und ein 
zu seinen Kanten windschiefer Komplexstrahl definieren also einen tetraedralen 
Strahlenkomplex, gleichgültig ob die Ecken des Haupitetraeders reell oder paar- 
weise konjugiert imagındr sind. 

22. Es sei s ein zu den Kanten des Haupttetraeders windschiefer 
Strahl eines tetraedralen Strahlenkomplexes &,; mit zwei Paaren konjugiert 
imaginärer Hauptpunkte+)- Auf den zwei reellen Kanten w,v des Haupt- 
tetraeders seien die auf ihnen gelegenen konjugiert imaginären Haupt- 
punkte die Doppelpunkte der elliptischen Involutionen u(A,4A,, BB}, ...) 
und v(A,A,),B,B,,.... Nun ist die dem Haupttetraeder umbeschrie- 
bene durch zwei gegebene Punkte P und Q gehende kubische Raum- 
kurve als Durchdringungskurve der von P und @ ausstrahlenden Kom- 
plexkegel eine ÖOrdnungskurve des Strahlenkomplexes.. Letztere Eigen- 
schaft führt dazu, auch nach allen Ordnungskurven von ©}, zu forschen, 
die mit s zwei konjugiert imaginäre Punkte gemein haben; insbe- 











*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1856, S. 118. 
**, Reye, Die Geometrie der Lage, Zweite Abteilung, Hannover 1866, S. 118. 
”*) A.a.0., S. 120. 
+) Jolles in Reye’s Geometrie der Lage, Dritte Abteilung, IV. Auflage, Leipzig 
1910, S. 209. 
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sondere diejenige unter ihnen zu bestimmen, die durch die Doppel- 
punkte einer auf s gegebenen elliptischen Involution s(4,A; B,B;,...) 
geht. Kurz, wir wenden uns zur Lösung der Aufgabe, eine kubische 
Raumkurve durch die Doppelpunkte der drei elliptischen Punktinvolu- 
tionen u(A,4A,, B, Bu, ..), v(A,A,, B,B,,...) und s(A,A/, B,B/,...) zu legen, 
sie also aus drei Paaren gegebener konjugiert imaginärer Punkte zu kon- 
struieren. 

Jedes Punktepaar der elliptischen Involution s(A,A,, B,B},...) wird 
durch je ein Punktepaar harmonisch getrennt. Das Punktepaar 4,, A! etwa 
durch das Punktepaar M,, M,. Die einander zugeordneten Punkte A, und A/ 
sind somit die Doppelpunkte einer hyperbolischen Involution, deren Projek- 
tivität die Involution s(A,A,, B,B},...) invariant läßt, d.h. die konjugiert 
imaginären Doppelpunkte dieser elliptischen Involution einander zuordnet. 
Durch jedes Punktepaar von s geht eine Ordnungskurve des tetraedralen 
Strahlenkomplexes &?,. Die durch die Punktepaare @,H und I,K der 
hyperbolischen Involution gehenden Ordnungskurven mögen bzw. k* und ? 
heißen. Die Kurven %® und /? gehören einem Büschel von Ordnungs- 
kurven an; er liegt mit s auf einer Regelfläche II. Ordnung R®, und seine 
Kurven schneiden s in den Punktepaaren der hyperbolischen Involution *). 
Die Doppelpunkte A, und A/ der hyperbolischen Involution sind für alle 
Kurven des Büschels konjugiert, somit auch für jede Fläche II. Ordnung, 
die eine von ihnen enthält. Die durch s gehende Regelschar von R* be- 
steht nun aus den gemeinsamen Bisekanten der kubischen Raumkurven 
des Büschels.. Jede dieser gemeinsamen Bisekanten ist als Komplexstrahl 
auch eine Bisekante unendlich vieler nicht im Büschel enthaltener 
Ordnungskurven und bildet mit jeder von ihnen die Basiskurve eines 
F*-Büschels, dessen Flächen die Regelfläche R® außer in jener ge- 
meinsamen Bisekante noch je in einer auf AR? gelegenen Ordnungskurve 
durchdringen. Während eine Fläche einen solchen F*-Büschel durch- 
läuft, beschreibt die Polarebene eines gegebenen Punktes X, von s für 
diese Fläche einen zum F*-Büschel projektiven Ebenenbüschel z. Eine 
Ebene & des Büschels x geht durch den X, in der elliptischen Involution 





*, Reye, Die Geometrie der Lage, Dritte Abteilung, IV. Auflage, Leipzig 
1910, 8.7. 
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s(A4,A,, B,B;, ...) zugeordneten Punkt X;. Für die £ entsprechende Fläche 5° 
des F*-Büschels und folglich auch für die auf ihr gelegene Ordnungskurve & 
von R* sind also außer den Punkten A, und A) auch die Punkte X, 
und X, dieser Involution konjugiert. Somit ruft #° auf s die Involution 
konjugierter Punkte s(A,A/}, B,B},...) hervor. Die Ordnungskurve & ist 
demnach die gesuchte kubische Raumkurve, welche die Doppelpunkte der drei 
gegebenen elliptischen Involutionen u(A,AL, B,Bi, ...), v(A,4}, B,B}, ...) und 
s(4,A/, B,B},...) enthält und durch diese drei Paare konjugiert imaginärer 
Punkte bestimmt ist. 

Hiermit ist eine synthetische aus reellen Elementen sich organisch 
aufbauende Konstruktion einer kubischen Raumkurve aus drei Paaren 
ihrer konjugiert imaginären Punkte gewonnen*). Außerdem ist durch die 
vorstehende Untersuchung erwiesen: 

Alle kubischen Raumkurven, die auf zwei gemeinsamen windschiefen 
Bisekanten die nämlichen Involutionen konjugierter Punkte hervorrufen und 
eine gegebene Gerade s zur (wirklichen oder virtuellen) Bisekante haben, sind 
Ordnungskurven eines durch s gehenden tetraedralen Strahlenkomplexes. Die 
Doppelpunkte der Involutionen sind die Ecken seines Haupttetraeders, und 
sonach können letztere reell oder paarweise konjugiert imaginär sein. 

23. Zwei kollineare Räume 3&,(A,, a,, &,...) und &,(A,, Gy, &y, :..); 
die einen tetraedralen Strahlenkomplex ©, erzeugen, verbindet ein Büschel 
zu ihm perspektiver kollinearer Räume. In jedem Raume des Büschels 
entspricht einem zu den Kanten des Haupttetraeders von ©}, windschiefen 
Komplexstrahle s je ein Strahl**) eines durch s gehenden Komplexkegels X” 
von &},. Ist 3, (A,, a,, &,,...) ein nicht im Büschel enthaltener kollinearer 
Raum des &, und 3, verbindenden Gebüschverbandes (20.), so entsprechen 
dem Strahle s in den kollinearen Räumen des 3, und &, verbindenden Büschels 
die Strahlen***) einer Regelschar II. Ordnung %°, durch deren Leitschar 





*) Andere Konstruktionen der kubischen Raumkurve aus drei Paaren konjugiert 
imaginärer Punkte lieferten Hoßfeld, Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, Jahrgang 33, 
S. 114 und Thomae, Berichte über d. Verhandlungen d. Königl. Sächs. Gesellschaft d. 
Wissenschaften, Math.-Phys. Klasse, B. 54, S. 121. 

**) Reye, Die Geometrie der Lage, Zweite Abteilung, Hannover 1868, S. 125. 
***) Reye, Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projektiver Ebenenbüschel und col- 
linearer Bündel im Raume, I, dieses Journal Bd. 104, S. 128. 
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der durch &, und 2, erzeugte tetraedrale Strahlenkomplex &?, geht. Die 
Trägerfläche R* beider Scharen ruft folglich auf den Deckstrahlen der 
kollinearen Räume des Gebüschverbandes die nämlichen Involutionen konju- 
gierter Punkte hervor, wie der Kegel K* (21.), und die Flächen X? und 
R® durchdringen sich außer im Strahle s noch in einer kubischen Raum- 
kurve s°, die auf den Deckstrahlen ebenfalls diese Involutionen konjugierter 
Punkte bestimmt. Da aber s sowohl eine Bisekante von s®, wie auch ein 
Strahl von &?, ist, so erweist sich s® als eine Ordnungskurve von &}, (22.). 
Die Regelschar ®° besteht folglich aus Strahlen dieses tetraedralen Kom- 
plexes. In anderen Worten: 

Je zwei Räume eines Gebüschverbandes kollinearer Räume erzeugen 
einen für die Kollineationen seiner Räume invarianten tetraedralen Strahlen- 
komplex. Ein tetraedraler Strahlenkomplexz ist für die Kollineationen aller 
kollinearen Räume invarıant, deren Decktetraeder mit seinem Haupitetraeder 
zusammenfällt, die Ecken des Tetraeders mögen reell oder paarweise kon- 
jugvert vmaginär sein. 

24. Zwei Gegenkanten u,v vom Hauptetraeder des durch die kol- 
linearen Räume 2,(4,,,«,...) und 3,(A,, a, &%,...) erzeugten tetrae- 
dralen Strahlenkomplexes ©}, sind stets reell*.. Nun rufen 8, =, und 
irgend ein dritter Raum $&, des durch &, und =, gehenden Gebüschver- 
bandes auf jedem Hauptstrahle drei homologe Punktreihen hervor, die in 
einem Büschel projektiver Punktreihen liegen (20.).. Da aber die Pro- 
jektivität zweier Punktreihen eines Büschels seine übrigen projek- 
tiven Punktreihen invariant läßt (3.), so werden zwei homologe mit 
u,v inzidente Strahlen s,s von 3, und 23, durch die Kollineation 
zwischen 3, und 2, wiederum in zwei homologe mit u,v inzidente 
Strahlen £,,i, von &, und 3, übergeführt. Für die zwischen &, und 2, 
bestehende Kollineation ist aber der durch 8, und 2, erzeugte tetrae- 
drale Strahlenkomplex ©}, invariant (23.), folglich wird die durch die 
homologen Punktreihen s, und s, von 8, und 23, erzeugte Regelschar 
II. Grades von &?, durch die Kollineation von 3, und $&, in die durch 
die homologen Punktreihen t, und ti, von 8, und $, erzeugte Regelschar 





*) Jolles in Reye’s Geometrie der Lage, Dritte Abteilung, IV. Auflage, Leipzig 
1910, S. 209. 
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II. Grades von &?, übergeführt. D. h., die Kollineation zwischen 8, und 
=, vertauscht je zwei homologe Punkte von 2, und 3, wiederum mit je 
zwei homologen Punkten dieser kollinearen Räume, oder: 

Die Kollineationen zwischen den Räumen eines Gebüschverbandes kolli- 
nearer Räume sind füreinander invariant. 

25. Es gibt nur zwei kollineare Räume 8, und 2,, deren 
Kollineation zwei gegebene Punktinvolutionen u(A,A/,B,B},...) und 
v(A,A,, B,B,,...) mit den windschiefen Trägern w,v invariant läßt, und 
die zwei gegebene Punkte P,, P, einander zuweist (20... Die homologen 
zentrischen Bündel ?,, P, von 2,3, erzeugen die durch die Punkte P,,P, 
gehende ÖOrdnungskurve p° des zu &, und 3, perspektiven tetraedralen 
Strahlenkomplexes &},. Eine zweite Ordnungskurve g° von ©}, werde erzeugt 
durch die homologen zentrischen Bündel Q,, @, beider kollinearen Räume. 
p* und g° liegen auf einer Regelfläche II. Ordnung*). Ihre eine Regel- 
schar besteht aus gemeinsamen Bisekanten, ihre andere Regelschar aus 
gemeinsamen Unisekanten der Raumkurven. Die Regelschar der Unise- 
kanten, in der die Geraden P,Q, und P,Q, liegen**), bezieht p® und 
q° projektiv aufeinander. Die projektiven kubischen Raumkurven p° und 
q’° können nun als homologe Kurven zweier kollinearen Räume =, und 
=, angesehen werden, deren Kollineation sie bestimmen***). Die Kolli- 
neation zwischen 3, und 3, läßt wiederum die gegebenen Punktinvolu- 
tionen u(A,A/, B,Bi,...) und v(A,A,, B,B,,...) invariant, es entsprechen 
sich aber nunmehr P, und @, sowie P, und Q,. Also: 

Läßt eine Kollineation zwei gegebene Punktinvolutionen auf wind- 
schiefen Trägern inwariant, und läßt sie die gegebenen Punkte P, und P; 
sowie Q, und Q, einander entsprechen, so gibt es auch eine Kollıneation, 
für die ebenfalls die beiden Punktinvolutionen invariant sind, die aber die 
Punkte P, und Q, sowie P, und Q, einander entsprechen läßt. 

Insbesondere gilt, wenn die gegebenen Punktinvolutionen hyper- 
bolisch sind): 

Entsprechen in zwei kollinearen Räumen mit dem Decktetraeder ABCD 


*) Reye, Die Geometrie der Lage, Zweite Abteilung, Hannover 1868, S. 120. 
**) Reye, Die Geometrie der Lage, Zweite Abteilung, Hannover 1868, S. 122. 
”**) v, Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1860, S. 319. 

t) A. a. O. S. 332. 
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oen gegebenen Punkten P,,Q, bzw. die Punkte P,, Q,, so ist das Tetraeder 
ABCD auch das Decktetraeder zweier kollinearen Räume, in denen den 
Punkten P,, Ps, bzw. die Punkte Q,, Q, entsprechen. 

Nach dem oberen Satze verwandelt die Kollineation der Räume 
&, und 3, die kollinearen Räume 3, und 3, in sich selbst. Fallen die 
homologen Punkte Q,,Q, von 3, und 3, nacheinander mit allen anderen 
homologen Punkten der Räume zusammen und folglich die Ordnungskurve 
g° nacheinander mit allen Ordnungskurven des zu &, und 3, perspektiven 
tetraedralen Strahlenkomplexes ©},, so fällt auch der Raum 3, nachein- 
ander mit allen zu 2, kollinearen Räumen zusammen, deren Kollinea- 
tionen für die Kollineation von &, und 3, invariant sind. Sonach ist von neuem 
dargetan (24.): zwei Räume eines Gebüschverbandes kollinearer Räume und 
folglich auch der von ihnen erzeugte tetraedrale Strahlenkomplex sind in- 
variant für die Kollineationen zwischen allen Räumen des Gebüschverbandes. 

26. Es seien gegeben zwei Punktinvolutionen u(A,A/, B,B},:..) und 
v(A,A,, B,Bi,...) mit den windschiefen Trägern u, v und folglich auch die 
sıe aus u und v wechselweise projizierenden Ebeneninvolutionen. Dann 
läßt sich nur eine polare Korrelation bestimmen, welche die Punktinvoluti- 
onen mit den zu ihnen perspektiven Ebeneninvolutionen vertauscht und einem 
gegebenen Punkte P eine gegebene Ebene n als Polarebene zuordnet. 

Soll nämlich die Korrelation eines polaren Raumes /T? die gegebenen 
Punktinvolutionen mit den zu ihnen wechselweise perspektiven Ebenen- 
involutionen u, v vertauschen, so müssen ihre Träger u und » reziproke 
Polaren in IJ* sein. Ferner müssen die Projektivitäten der gegebenen 
Punkt- und Ebeneninvolutionen bzw. die von IT® in u und v hervorge- 
rufenen Involutionen konjugierter Punkte und konjugierter Ebenen invariant 
lassen. Die für die Projektivitäten der Involutionen u(A,4A/, B,B},...) 
und v(A,4/,B,B;,...) bzw. invarianten Punktinvolutionen bilden nun 
auf u und v je einen Büschel (5.). Ist aber in IT? der Punkt P der 
Pol der Ebene rn, so ist der Punkt nu=P., der Pol der Ebene Pv, und 
P, also dem Schnittpunkte 9, der Ebene Pv mit w konjugiert. Ebenso 
sind die Punkte nv = P, und 9, konjugiert, wenn v in 9, die Ebene Pu 
trıfft. Folglich sendet der eine Büschel von Involutionen durch das Punkte- 
paar P,, 9, die gesuchte Involution konjugierter Punkte von IT” auf u 


und der andere durch das Punktepaar P,, 9, die gesuchte Involution kon- 
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jugierter Punkte von J7* auf v. Je zwei konjugierte Punkte auf u 
und je zwei auf v bilden zusammen die Ecken eines Polartetraeders 
von II’. Jedes dieser Polartetraeder bestimmt mit dem Punkte P und 
seiner Polarebene n den polaren Raum /T, sobald P weder mit 
einer Ebene, noch n mit einer Ecke des Polartetraeders inzident ist. 
W.z.b. w. 

Die reellen oder konjugiert imaginären Doppelpunkte der Involu- 
tionen u(A,A),B,B},...) und v(A,A},B,B,,...) sind die Ecken eines Polar- 
tetraeders von IP. Somit ist ein polarer Raum nach unserm Satze auch 
dann durch ein Polartetraeder und einen gegebenen Punkt P und seine 
Polarebene rı bestimmt, wenn die Ecken des Tetraeders und folglich auch 
die ihnen gegenüberliegenden Ebenen paarweise konjugiert imaginär sind. 

Fällt rm nacheinander mit allen Ebenen des Raumes zusammen, 
so ergeben sich &o® polare Räume If’, deren Korrelationen die Punktinvolu- 
tionen u(A,4/, B,B},...) und v(4,4,, B,B},...) mit den wechselweise zu 
ihnen perspektiven Ebeneninvolutionen u, v vertauschen. Durch je zwei 
solcher polaren Räume geht ein Büschel und eine Schar von ihnen, 
oder: 

Die polaren Räume, deren Korrelationen zwei gegebene Punktinvolutionen 
u(A „Al, B.B/,...) und v(A,4A,, B,B;,...) auf den windschiefen Trägern u, v 
mit den sie aus u und v wechselweise projizierenden Ebeneninvolutionen ver- 
tauschen, bilden einen Gebüschverband. Das gemeinsame Polartetraeder der 
Räume kann reelie oder paarweise konjugvert imaginäre Ecken haben. 

27%. Die Kollineation der zu dem tetraedralen Strahlenkomplexe 
7, perspektiven kollinearen Räume 3, und 3, möge die auf den wind- 
schiefen Trägern u,v bzw. gelegenen Punktinvolutionen u (A,A}, BB}, --:) 
und v(A,4A,, B,B,,...) invariant lassen und folglich auch die sie wechsel- 
weise aus.u,v projizierenden Ebeneninvolutionen. Nun bilden alle polaren 
Räume, deren Korrelationen jene Punktinvolutionen mut diesen zu ihnen 
wechselweise perspektiven Ebeneninvolutionen vertauschen, einen Gebüsch- 
verband (26.). Er sendet durch zwei gegebene Punkte einen Büschel von 
Inzidenzflächen seiner polaren Räume. Somit wird ein gegebener Strahl 
von ©}, in jedem seiner Punkte von je einer Basiskurve eines solchen 
Büschels berührt, und alle diese Büschel haben folglich den gemeinsamen 


Basiskomplex &7,. Ein tetraedraler Strahlenkomplex ©}, ist hiernach der 
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Basiskomplex von unendlich vielen Büscheln im Gebüsche polarer Räume *), 
Der Basiskomplex eines F?-Büschels ist aber für die Korrelationen der polaren 
Räume aller Flächen des Büschels invariant, &7, also für die Korrelationen 
der polaren Räume von unendlich vielen Büscheln des Gebüschverbandes. 
Gestützt hierauf wollen wir den tetraedralen Strahlenkomplex ©}, als 
invariant für die Korrelation jedes polaren Raumes des Gebüschverbandes 
erweisen. 

Durch einen gegebenen Punkt gehen nämlich oo' Basiskurven von 
Büscheln des Gebüschverbandes mit dem Basiskomplexe &},. Je zwei von 
ihnen liegen, da alle durch einen Punkt gehenden Inzidenzflächen von 
polaren Räumen des Gebüschverbandes einen Bündel bilden, auf einer 
Inzidenzfläche. Die Polaren eines gegebenen Strahles s von ©}, für die 
Flächen zweier F?-Büschel des Gebüschverbandes, deren Basiskurven sich 
in einem gegebenen Punkte P schneiden, beschreiben somit zwei Komplex- 
kegel von &, mit einem gemeinsamen Strahle i. Die Kegel durchdringen 
sich außer in 2 noch in einer Ördnungskurve p® des Komplexes. In 
gleicher Weise konstruieren wir eine zweite Ordnungskurve g° von &,. 
Der tetraedrale Strahlenkomplex ©}, ist dann durch die Ordnungskurven 
»’® und 9° bestimmt. Nun bilden die Polaren des Strahles s für alle 
polaren Räume des Gebüschverbandes auch einen tetraedralen Strahlen- 
komplex**). Er hat ebenfalls die Ordnungskurven p® und g* und ist 
folglich mit dem tetraedralen Strahlenkomplexe ©}, identisch. Die Polare 
eines gegebenen Strahles s von &j, ist hiernach in jedem polaren 
Raume des Gebüschverbandes wiederum ein Strahl dieses Komplexes. 
Kurz: 

Vertauschen die Korrelationen der polaren Räume eines Gebüschver- 
bandes zwei gegebene Punktinvolutionen mit den windschiefen Trägern u und 
v mi den sie aus u,v wechselweise projizierenden Ebeneninvolutionen, so ist, 
wenn die Kollineation zweier kollinearen Räume &,, &, die gegebenen Punktin- 
volutionen invariant läßt, auch der von &, und 3, erzeugte tetraedrale Strahlen- 


*), Für einen tetraedralen Strahlenkomplex mit einem reellen Haupttetraeder be- 
wiesen von Reye in seiner Geometrie der Lage, Dritte Abteilung. Ill. Auflage, Leipzig 
1892, S. 178. 

**, Reye, Die Geometrie der Lage, Dritte Abteilung, III. Auflage, Leipzig 1842, 
5. 141. 


7° 












92 8. Jolles, Invarianz und Umkehrung von Projektivitäten und Kollineationen. 


komplex für die Korrelationen aller polaren Räume des Gebüschverbandes in- 
variant. Ein tetraedraler Strahlenkomplex vst für die Korrelation jedes polaren 
Raumes invariant, zu dessen Polartetraedern sein Haupttetraeder gehört, die 
Ecken des Haupttetraeders mögen reell oder paarweise konjugiert imaginär 
sein. 

28. Die kollinearen Räume >, (A,, 4, %,...) und 3&,(A,, a,, &,....), 
deren Kollineation auf den windschiefen Deckstrahlen u, v die gegebenen 
Involutionen u(A,4A/, B,B},...) und v(A,A}, B,B;,...) invariant läßt, be- 
stimmen auf u und v» bzw. die homologen Punktreihen u (AY,...), u(A3,...) 
und v(A},...), v(A3,...). Die ersteren liegen in dem durch die Invo- 
lution u(A,4A,, B,Bi,...) gehenden Büschel projektiver Punktreihen, die 
letzteren in dem durch die Involution v(A,4A,, B,B},...) gehenden 
Büschel. Die Korrelation eines polaren Raumes /7? vertausche nun die In- 
volutionen u(A,4,, B.Bi,...) und v(A,4A,, B,B},...) mit den sie wechsel- 
weise aus % und ® projizierenden Ebeneninvolutionen. Dann ist die In- 
volution konjugierter Punkte von /J? in u für die Projektivität der In- 
volution u(A,A), B,Bi,...) invariant, und ebenso die Involution konju- 
gierter Punkte in v für die der Involution v(A,A, B,B;,...). Analog ver- 
halten sich die Involutionen konjugierter Ebenen von II? in wund v zu den 
Projektivitäten der die gegebenen Punktinvolutionen aus u und v wechselweise 
projizierenden Ebeneninvolutionen. Die polare Korrelation von I1? transfor- 
miert somit die homologen Ebenenbüschel von 2, und 3, in « in die zu ihnen 
invers projektiven Punktreihen des durch die Involution v(A,A), B,B,,.--) 
gehenden Büschels projektiver Punktreihen (6.), die homologen Ebenenbüschel 
in v® in die zu ihnen invers projektiven Punktreihen des durch die Involution 
u(4A,4A,, B.B},...) gehenden Büschels. Duales folgt für die zu den homo- 
logen Ebenenbüscheln in u und v wechselweise perspektiven homologen 
Punktreihen von 3, und 3, in u und v. Sind somit indem 3, und 3, 
verbindenden Gebüschverbande &, und 2, invers kollinear zu den Räumen 
2, und &,, so verwandelt die Korrelation von II? die homologen Punkt- 
reihen und Ebenenbüschel von 3, und 3, in u und v bzw. in die homo- 
logen Ebenenbüschel und Punktreihen von 2, und 3, in v und u. Je 
zwei homologe mit « und v inzidente Strahlen von &, und 3, gehen 
hierbei in je zwei homologe mit v und u inzidente Strahlen von 2, und 3, 
über. Nun ist der von &, und 3, erzeugte tetraedrale Strahlenkomplex ©}, 
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invariant für die Korrelation des polaren Raumes /T? (27.) und perspektiv 
zu den Räumen 2, und 3,. Die Polarebenen 07 und o% der auf einem ge- 
gebenen Koniplexstrahle s gelegenen homologen Punkte 8, und $, von 2, 
und 2, schneiden sich also wiederum in einem Komplexstrahle i, und t 
ist außerdem die Schnittgerade zweier homologen Ebenen r, und 7, von 
3, und &,. Die beiden mit « und v inzidenten Strahlen, auf denen S, und 
S, liegen, sind aber einander entsprechende Strahlen s,, s, von 2, und 2,. 
Als solche werden sie nach obiger Überlegung durch die Korrelation von 
IT? in zwei homologe Strahlen t, und {, von &, und 2, transformiert. 
Die Polaren ti, und t, von s, und s, sind mit? und bzw. mit den Ebenen 
o”" und og inzident, sie liegen als homologe Strahlen von 3, und 3, in 
den homologen Ebenen r, und r, dieser Räume. Mit 7, und 07 sind so- 
mit die beiden Geraden ? und f, mit r, und o% die beiden Geraden 
t und t, inzident, folglich fallen die Ebenen 7, und 07 und 7, und o% 
zusammen. 

Dies führt, wenn wir das in 26. gefundene Ergebnis berücksichtigen, 
zu dem Satze: 

Bleiben für die Kollineation zweier kollinearen Räume 2,2, zwei 
gegebene Punktinvolutionen mit den windschiefen Trägern u, v invariant, 
während eine polare Korrelation die Punktinvolutionen mit den sie aus 
u,v wechselwerse projizierenden Ebeneninvolutionen vertauscht, so kehrt die 
polare Korrelation die Kollineation um. Alle polaren Räume, deren Korre- 
lationen eine solche Kollineation umkehren, bilden einen Gebüschverband. 
Ihr gemeinsames Polartetraeder ist zugleich das Decktetraeder von &, und Z,, 
Seine Ecken sind reell oder paarweise konjugiert imaginär. Im Gebüschver- 
bande kollinearer Räume steht jedem Büschel eine Schar gegenüber, die aus 
den zu den Räumen des Büschels invers kollinearen Räumen besteht. 

Aus unserem Satze läßt sich, wenn die gegebenen Punktinvolutionen 
u(4,4,, B,Bi,...) und v(A,4,, B,B;,...) hyperbolisch sind, schließen *): 

Haben in einem polaren Raume II?” mit dem Polartetraeder ABCD 
die Punkte S, und S, die Polarebenen 0? und 0%, so ist das Tetraeder ABCD 
auch das Decktetraeder zweier kollinearen Räume &, und &, mit den homo- 
logen Elementen S,, $, und 05 und 07. 





*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1860, S. 333. 
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29. Die Polarebenen «,, &; ß4, Ps;... der Punkte A, B,... in zwei 
gegebenen polaren Räumen 7 (Ao,, BP,,...) und 3% (Aa, BPß,,...) sind 
homologe Ebenen zweier kollinearen Räume 3, und 3, Die polaren 
Räume &7 und 35 haben mindestens zwei gemeinsame reelle reziproke Po- 
laren w,v. Sie sind Deckstrahlen der kollinearen Räume 3, und 2. 
Fällt ein Punkt nacheinander in die Punkte X,, Y.... von vw und die 
mit ihm inzidente Ebene von v in die Ebenen $,, 7, ..., So entsprechen 
der Punktreihe v(X,, Y,,...) die homologen Ebenenbüschel v(&, 7}, ...) und 
v(&,n3,...) von 2, und 2, und dem Ebenenbüschel v(£,, 7, ...) die 
homologen Punktreihen u(X%, Y%,...) und u(X%, Y%,...). Durch die 
zwei homologen Ebenenbüschel geht ein Büschel projektiver Ebenenbüschel, 
durch die zwei homologen Punktreihen ein zu ihm perspektiver Büschel 
projektiver Punktreihen (2.). Die Ebeneninvolution v(a,«a,, ß,ß%s, ...) im 
ersteren ist perspektiv zur Punktinvolution u(4,A,, B,B/,...) im letzteren. 
Da die Ebeneninvolution invariant bleibt (3.) für die Projektivität der 
Ebenenbüschel v(&,71,...) und v(&,n},...) und die Punktinvolution 
für die Projektivität der Punktreihen u(X7, Y7,...) und u(X35, P3....), 
so sind beide Involutionen invariant für die Kollineation der Räume 
2, und 3, Die polaren Räume 27 und 257 bestimmen nun auf 
u bzw. die Involutionen konjugierter Punkte uv(X,X1, Y,Y},...) und 
u(X,X3, Y, Y3,:..). Die Projektivitäten dieser Involutionen verwandeln 
(7.) auf u den durch die homologen Punktreihen von 2, und 3, gehen- 
den Büschel projektiver Punktreihen derart in sich selbst, daß je zwei 
seiner projektiven Punktreihen in die zu ihnen invers projektiven 
übergehen, während seine Involution invariant bleibt. Die Involution 
u(A,4/, B,B},...) ist also für die Projektivitäten der Involutionen kon- 
jugierter Punkte von 27 und 237 auf u invariant und ebenso die Invo- 
lution v(a,«), P,ß%,...) für die Projektivitäten der Involutionen konjugierter 
Ebenen von 27 und 27 in v. Auf gleiche Weise erhält man eine Punkt- 
involution in ®v, invariant für die Projektivitäten der Involutionen kon- 
jugierter Punkte von 27 und 2% in v und eine zu ihr perspektive 
Ebeneninvolution in «, invariant für die Projektivitäten der Involutionen 
konjugierter Ebenen beider polaren Räume in w. Somit vertauschen die 
polaren Korrelationen von 27 und 2% die für die Kollineation der 
Räume 8, und 3, invarianten Punktinvolutionen u(A,4A/, B,B},...) und 
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v(A,A,, B,B,,...) mit den zu ihnen wechselweise perspektiven Ebenen- 
involutionen mit den Achsen v und u. Also (28.): 

Erzeugt ein Raum mit zwei zu ihm korrelativen Räumen Z, und 2, 
bzw. die polaren Räume ZT und 25, so kehrt jede der beiden Korrelationen 
die Kollineation zwischen den Räumen &, und 3, um. 

30. Für die Kollineationen zwischen den Räumen Z,(X,,2., 8, 
Y»Yı Ms +) An lAs u En Yon Yns Ya». .), »-. einer Schar möge eine ge- 
gebene Punktinvolution auf dem Deckstrahlle u und eine auf dem 
zu ihm windschiefen Deckstrahle v invariant bleiben. Bildet dann 
ein zu den Räumen der Schar korrelativer Raum = mit zweien 
von ihnen — etwa mit &, und 8, — die polaren Räume Z7(X$,, Yn,,--.) 
und 3Y(X&,, Yn,,...), so sind die Deckstrahlen u und v reziproke Polaren 
von 27 und 27, und auch die Korrelationen zwischen Z und den 
Räumen 2,,..., &,,... vertauschen « und v miteinander. In den kollinearen 
Räumen 23, 3,,..., &,,... bilden auf « die homologen Punktreihen 
u(Xr, 71, ...), w{X2, F2,-..),..., ulX%, F%,...),... einen Büschel pro- 
jektiver Punktreihen (20... Ferner rufen 27 und 2% auf u bzw. die 
Involutionen konjugierter Punkte v(X,X7, Y„Y7,...)und u(X, X, Y,Y3, --) 
hervor. Die Punktreihe u(X,, Y,,...) ist hiernach projektiv und in- 
volutorisch zu zwei Punktreihen des Büschels projektiver Punktreihen. 
Liegt aber eine Punktreihe involutorisch zu zwei Punktreihen eines Büschels 
zu ihr projektiver Punktreihen, so liegt sie involutorisch zu allen seinen 
Punktreihen (%.). Es ergeben sich also in « noch die Involutionen 
WX,X5, Y,F8 -..).., WX,X% Y„Y%,...),... eines Büschels. Dwuale Be- 
trachtungen führen zu einem Büschel von Ebeneninvolutionen in u. Was von 
dem Strahle u gilt, gilt auch von seiner Polare v in &7 und 37. So haben wir 
in v außer den Punktinvolutionen v(X,X1, Y,Y},...) und v(X,X3, Y, Y},...) 
von 27 und 33 noch die Punktinvolutionen v(X,X5, Y,F3 --.), --- 
uX,X,,Y,Y%},...),.... In der Korrelation zwischen & und irgend einem 
der kollinearen Räume 3,,..., &,,... — etwa in der zwischen Z und 38, — 
entspricht nunmehr in den Tetraedern, deren Ecken aus Punktepaaren der 
zwei Involutionen WX,X4, Y,Y%,...) und v(X,X,, Y,Y},...) bestehen, 
jeder Ecke ihre Gegenebene. Die Korrelationen zwischen Z und den 
Räumen 3,...,,,... erweisen sich demnach ebenfalls als polare *) 


Er *) v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, S. 194. 
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und liefern die polaren Räume .25(X &,, Y ns :: -),.-- Zn(X 5, Y ns ++ -)s +... 
In diesen polaren Räumen sind einer gegebenen Ebene die Punkte 
einer Gerade als Pole zugeordnet. Die Räume bilden folglich eine Schar, 
und es ist dargetan: 

Ist ein Raum polar korrelativ zu zwei Räumen einer Schar kollinearer 
Räume, so ist er polar korrelativ zu allen Räumen der Schar und erzeugt 
mit ihnen eine Schar polarer Räume. 

Durch zwei kollineare Räume geht eine Schar und ein Büschel 
und somit ein Gebüschverband kollinearer Räume (20... Daher folgt 
aus dem vorstehenden Lehrsatze und dem zu ihm dualen das um- 
fassende Ergebnis: 

Bezieht man einen Raum korreativ auf die Räume eines Gebüsch- 
verbandes kollinearer Räume, und ist er polar korrelativ zu zwei Räumen 
des Gebüschverbandes, so ist er polar korrelativ zu allen seinen Räumen. 
Die erzeugten polaren Räume bilden einen Gebüschverband, und ihre Korre- 
lationen kehren die Kollineationen zwischen den Räumen des Gebüschverbandes 
kollinearer Räume um. 


Halensee, den 1. April 1916. 











Über Elementarkettenbrüche, lineare Substitutionen 
und indefinite binäre quadratische Formen. I. 


Von Herrn Paul Epstein in Straßburg i. E. 





Den Ausgangspunkt für die vorliegende Arbeit bildete der Gedanke, 
die Lehre von den gewöhnlichen Kettenbrüchen auf die begrifflich ein- 
fachsten Elemente zurückzuführen, in ähnlicher Weise etwa, wie allgemeine 
lineare Substitutionen auf andere von besonders einfacher Natur zurück- 
geführt werden. Als Weg hierzu bot sich naturgemäß die Auflösung des 
Euklidischen Algorithmus in eine Reihe von elementaren Schritten, indem 
nämlich alle Teilquotienten = 1 angenommen werden, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, die Ersetzung des Divisionsverfahrens durch eine 
Folge von Subtraktionen. So gelangt man zum Begriff der Zahlenkette, 
den wir an die Spitze unserer Darstellung gesetzt haben. Er führt un- 
mittelbar zu einer besonderen Art von Kettenbrüchen — wir haben sie 
Elementarkettenbrüche (abgekürzt €%.) genannt —, bei denen sämtliche 
Teilnenner + 1, alle Teilzähler entweder + 1 oder —1 sind. Jede reelle 
Zahl läßt sich durch einen €&. darstellen, und seine Näherungsbrüche 
sind die Haupt- und Nebennäherungsbrüche der gewöhnlichen Kettenbruch- 
entwicklung*). Von den €$&. gelangt man in einfachster Weise zu der 
Christoffel-Hurwitzschen Charakteristik, und sie gibt unmittelbar die Ver- 





*) Dieselbe Eigenschaft haben die von Herrn Vahlen (Journ. f. Math. Bd. 115 
S. 230) betrachteten „längsten Kettenbrüche“ mit den Teilnennern 1 und 2. Die 
€$. sind länger infolge des Auftretens der „überzähligen Näherungsbrüche“. Sie ge- 
hören auch nicht zu den „halbregelmäßigen Kettenbrüchen“. (Perron, Die Lehre von 
den Kettenbrüchen S. 154, Tietze, Math. Ann. Bd. 70.) 
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wandlung des €$. in einen gewöhnlichen Kettenbruch und umgekehrt. 
Damit wäre die ursprüngliche Aufgabe, die Theorie der gewöhnlichen 
Kettenbrüche auf möglichst einfacher Grundlage aufzubauen, erledigt. Aber 
darüber hinaus haben die €&. auch neben den gewöhnlichen Kettenbrüchen 
eine selbständige Bedeutung infolge des Umstandes, daß zwei reziproke 
Zahlen durchaus verschiedene E8.-Entwicklungen besitzen. Dies hat weittra- 
gende Folgen für die Theorie der unimodularen ganzzahligen Substitutionen 


5 2). Es tritt nämlich dort an Stelle des bekannten Satzes, daß die ge- 


wöhnlichen Kettenbrüche für zwei äquivalente Zahlen von einer bestimm- 
ten Stelle an übereinstimmen, der Satz, daß die €&.-Entwicklungen für 
zwei äquivalente Zahlen von einer bestimmten Stelle an entweder über- 
einstimmen oder zueinander reziprok sind ($ 4, Satz 8). Dadurch offenbart 
sich eine Scheidung der linearen Substitutionen in zwei Arten, in „gerade“ 
und ‚ungerade‘ Substitutionen, und diese Einteilung tritt vollständig 
gleichberechtigt neben die übliche Einteilung in „eigentliche“ und „un- 
eigentliche‘ Substitutionen. So tritt neben die Gruppe W der eigentlichen 
Substitutionen (Modulgruppe) die Gruppe ® der geraden Substitutionen, und 
zu ihnen kann man eine Gruppe € fügen, die durch die eigentlichen geraden 
und die wuneigentlichen ungeraden Substitutionen gebildet wird. Diese drei 
Gruppen sind isomorph, und*) es gibt in der Gruppe aller ganzzahligen 
unimodularen Substitutionen keine weitere Untergruppe vom Index 2. Sie 
enthalten als gemeinsame Untergruppe vom Index 2 die Gruppe der eigent- 
lichen geraden Substitutionen**), von der wiederum die Hauptkongruenz- 
gruppe 2. Stufe eine Untergruppe vom Index 3 darstellt. Wegen der 
Gleichberechtigung der Gruppen %, ® und € muß es zu jeder mit der 
Modulgruppe zusammenhängenden Theorie eine entsprechende Theorie im 
Gebiete der Gruppe ® und der Gruppe € geben. Dies wird in einer 
zweiten Abhandlung für die Reduktion der wndefiniten binären quadra- 
tischen Formen innerhalb der Gruppe der geraden Substitutionen durchge- 
führt werden, und es werden sich dabei die Elementarkettenbrüche als das 
natürliche Hilfsmittel erweisen. 





*) Auf diese (vermutlich nicht neue) Tatsache hat mich Herr J. Schur auf- 
merksam gemacht. 

**), Diese Gruppe ist identisch mit der Untergruppe I, bei Klein- Fricke, El- 
liptische Modulfunktionen Bd. I, S. 288. 
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$ 1. Die Zahlenkette. 


Aus zwei gegebenen reellen Zahlen a,, a, bilde man die Folge von 
positiven Zahlen: 
(1.) s=,—a, =, —%, ua =1,—a|,;.... 
Wir nennen dann a,, Q,, Ag, A,... eine Kette von Zahlen und bezeichnen 
sie durch [a,, a, ]. 
Beispiel. Die Kette [28, 13] ist 
28, 13, 15, 2, 13, 11, 2, 9, 7,2, 5, 3, 2, 1, 1,0,1,1,0,1..... 


Wenn, wie im vorliegenden Falle, zwei aufeinanderfolgende Zahlen einander 
gleich (allgemein = d) werden, so wiederholen sich von da ab die Zahlen 
d,0,d unbegrenzt, die Reihe wird periodisch. Nur in diesem Falle kann 
die Zahl O0 auftreten. Wir lassen gewöhnlich diesen periodischen Teil fort 
und nennen dann die Kette eine eigentliche abbrechende Kette. Nehmen 
wir aber eine gewisse Anzahl von Perioden hinzu, so haben wir eine über- 
zählige abbrechende Kette. Wenn nichts anderes bemerkt ist, verstehen 
wir unter einer abbrechenden Kette immer eine eigentliche abbrechende 
Kette. 

Sind a, und a, ganze Zahlen, so ist ihr größter gemeinsamer Teiler 
gleichzeitig Teiler von jeder Zahl der Kette, die Kette bricht ab und 
endigt mit dem größten gemeinsamen Teiler von a, und a, Sind a, a, 
relativ prim, so endigt die Kette immer mit den Zahlen 2, 1. Sie möge 
dann primitiv heißen. 

Aus der Definition (1.) ist ersichtlich, daß jede Zahl der Kette 
in der Form 

; “m — Pa, 
mit ganzzahligen Koeffizienten «, 3 darstellbar ist. Es kann also die 
Ay 


Zahl O0 nur auftreten, wenn das Verhältnis . rational ist, und wir haben 


1 


den Satz: 
1. Die Kette [a,, a,] bricht dann und nur dann ab, wenn a, und a, 
ein rationales Verhältnis haben. 
Es seien nun a, a, ganze positive Zahlen ohne gemeinsamen Teiler. 
Wir teilen die abbrechende Kette [a,, a,] in Abschnitte, sodaß in einem 
Abschnitt jede Zahl kleiner, als die vorhergehende ist; sobald eine Zahl größer 
gr 
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ist, als die vorangehende, beginnt ein neuer Abschnitt. Jeder Abschnitt 
— allenfalls mit Ausnahme des ersten (wenn a,<{a, ist) — besteht aus 
mindestens zwei Zahlen, denn wenn mit der Zahl a, ein Abschnitt beginnt, 
so ist ,_, <a, also ,,=%,—qa_, <a, d.h. a,, , gehört zum gleichen 
Abschnitt wie a. Auch der letzte Abschnitt einer eigentlichen Kette 
enthält mindestens die zwei Zahlen 2, 1, dagegen besteht bei einer über- 
zähligen Kette der letzte Abschnitt nur aus der einen Zahl 1, der vor- 
letzte Abschnitt endigt dann mit den Zahlen 1, 0. Es ist, wenn a,_, 
die Zahl am Schluß eines Abschnitts ist: 
Kıız u —_u Ku dm 
also 
(2.) 42 = %_r 
Die Zahlen am Schluß eines jeden Abschnitts wiederholen sich drei Stellen 


weiter. 
Es möge so die Kette in Abschnitte von «a, ß,y,...0,0,r Zahlen 


zerfallen. Wir nennen dann 


(3.) le, ß,y,... 0, 0, T| 
die Gliederung der Kette, und es sind darin sicher alle Zahlen mit Aus- 


nahme der ersten und letzten —1. Unter dieser Bedingung kann aber 
jeder Komplex (3.) von ganzen positiven Zahlen als @liederung einer be- 
stimmten Kette aufgefaßt werden, denn es besteht der Satz: 

2. Eine primitive Kette ist durch Angabe vıhrer Gliederung vollständig 
bestimmt. 

Zum Beweis brauchen wir nur das Verfahren anzugeben, um aus 
der Gliederung die Kette zu gewinnen, und schicken folgendes voraus: 
Es seien “,, U, zwei positive Zahlen (uw, < w,). Eine endliche oder unend- 
liche Folge von Zahlen 

Gy: Ups U Up ooo; 
bei der von u, ab jede Zahl die Summe der beiden vorhergehenden ist, heiße 
eine Fibonaccische Folge (u,, U.). 

Wir bilden nun, wenn 7 >1 ist, die Fibonaccische Folge (1,2) mit 
t @liedern und schreiben sie von rechts nach links. Dann haben wir den 
letzten Abschnitt der gesuchten Kette. Aus den beiden letzten Gliedern 
%,_,, u, berechnen wir 
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vu un But 
und bilden die Fibonaceische Folge (v,, v,) mit o Gliedern. Aus ihren beiden 
letzten Gliedern berechnen wir 

Wu Un W=VvtU 
und bilden die Fibonaceische Folge (w,, w;) mit o Gliedern. So berechnet 
man zu jeder Zahl der vorgelegten Gliederung eine Fibonaccische Folge. 
Die Gesamtheit dieser Folgen, von rechts nach links geschrieben, bildet die 
gesuchte Kette, die wir mithin als die Kette {«, ,... 0,7} bezeichnen können. 
Ist aber = 1, so besteht der letzte Abschnitt aus der einen Zahl 1, der 
vorletzte Abschnitt ist die Fibonaccische Folge (0,1) mit o Gliedern, und 
die übrigen Abschnitte werden nach dem obigen Verfahren gefunden. 
Man erhält die überzählige Kette {«, ß,y,... 0,1}. 

Durch Weglassung der Perioden wird eine überzählige zu einer 
eigentlichen Kette. So wird, wenn o>3 ist, die überzählige Kette 
l«, ß,...0, 0,1} zur eigentlichen Kette ja, ß,...e, o— 2}; wir schreiben 

le, ß,...0, 0,1} = {e, ß,...0,0—2}. 
Ist aber o= 2, so ist 
la, ß,...0,2,1} = {e, ß,... 0}, 
ist 0= 3, so ist {a, ß,...g, o— 2] wieder eine überzählige Kette und läßt 
sich weiter reduzieren. 

Allgemein sei » der letzte Abschnitt, der nicht = 3 ist, und es sei 

v>3. Dann ist die überzählige Kette 


(4.) le, Br... 9, 8,8, ... 8,11 = le, ß,... 1, v—2]. 
Ist aber v=2, so ist 
(5.) la, ß,...0,2,3,3,...3,1} = lea, ß,... ul. 
Beispiel. Aus der Gliederung 
|2, 2, 3, 3, 4} 


ergibt sich die Kette 
2813 1152/13 112|972|15321. 


Wir leiten nun aus einer Kette eine neue Kette ab, indem wir den letzten 
Abschnitt um eine Zahl verkürzen. Aus der Kette le, ß,...o, | entsteht 
so die erste ubgeleitete Kette |«, ß,..o,r— 1}. Im vorliegenden Beispiel ist 
dies die Kette |2, 2, 3, 3, 3}: 

157|81|761|521|321; 
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aus ihr entsteht die zweite abgeleitete Kette |2, 2, 3, 3, 2]: 
136|71/|651/|431| 21. 
Die nächste abgeleitete Kette 2,2, 3, 3, 1} ist eine überzählige Kette: 
21j10/110/|11ı0|1, 
und sie reduziert sich, wie man sieht, übereinstimmend mit (5.) auf |2|, 
d. i. die einfache Kette 2,1. Wir behalten aber die überzählige Kette 
bei und können aus ihr wieder eine Kette‘ {2,2,3,3} ableiten, und so 
fortfahrend erhalten wir schließlich aus der zugrunde gelegten Kette 
2, 2,3, 3,4} eine vollständige Tafel abgeleiteter Ketten: 
28 13 | 15 2/1 13112/972153 21 
15 6 641171321 
4317/21 


1 
1 
0/110/1ı 
1[321[| 
1 
0 
1 


-I 








ud 
ud 


2 1 
1 
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6 
1 
5 
4 
1 
3 
2 
1 
1 
0 
1 


Diese Tafel hat bemerkenswerte Eigenschaften. Es ist nicht nur jede Ho- 
rizontalreihe, sondern auch jede Vertikalreihe eine Kette, genauer: Von 
jeder Stelle der Tafel geht nach rechts und nach unten eine Kette, und 
es hat die vertikale Kette die umgekehrte Gliederung wie die horizontale 
Kette. In unserem Beispiel hat die erste vertikale Kette die Gliederung 
4, 3, 3,2, 2]; sie möge die erste Adjungierte der vorgelegten Kette heißen. 
Die darauf folgenden Vertikalreihen bilden die zweite, dritte,... Adjungierte. 
Jede Adjungierte ist die abgeleitete Kette der vorhergehenden. Ist [a,, «a, ] 
die gegebene, [b,, d,] die erste abgeleitete Kette, so ist [a,, b,] die erste, 
[a,, 5] die zweite Adjungierte.e Umgekehrt ist die gegebene Kette die 
erste Adjungierte ihrer Adjungierten. 


-.- Die ID SID © 
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Da die Tafel auch für die erste Adjungierte eine vollständige Tafel 
abgeleiteter Ketten darstellt, so zerfällt sie in vertikale und horizontale 
Abschnitte. Jede Kette am Ende eines Abschnitts ist überzählig und stimmt 
mit der drittfolgenden Kette überein. Dies folgt unmittelbar aus Formel (2). 

Sind 

%_-1ı % %rı 

b,_ı b, b,+ 1 

G-1 % Gyı 
9 Zahlen in je 3 aufeinanderfolgenden Horizontal- und Vertikalreihen, so 
sind alle aus der Matrix dieser Zahlen gebildeten Unterdeterminanten 2. Grades 
gleich + 1 und die Determinante aus den 9 Zahlen ist Null. 

Man hat hiernach ein einfaches Verfahren zur Auflösung der Dio- 
phantischen Gleichungen 

as—by= +1. 
Man bilde die Kette [a,b] und ihre abgeleitete Kette. Dann liefern die 
beiden ersten Zahlen der abgeleiteten Kette Lösungen y, x der einen Gleichung, 
und es sind b—x und a— y Lösungen der andern Gleichung. 

Diese Eigenschaften der vollständigen Tafel der abgeleiteten Ketten 


werden evident, wenn wir nun dazu übergehen, den Zusammenhang der 
Zahlenketten mit den Kettenbrüchen zu betrachten. 


$2. Endliche Elementarkettenbrüche. 

Die Bildung der Zahlenkette ist ein besonderer Euklidischer Algorith- 
mus, bei dem dlle Teilquotienten = 1 sind, und zwar für die Kette mit der 
Gliederung |«, ß,y;...}: 

.=1l:a+% 
a.,=1:%,+ 0% 





G,—ı . la, (441 


“,= l-0, +1 + Q,+2 





G.+5-1ı = 1.0.4; da +35+1 


Gars = 104541 3 Gr s+ 
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Hieraus entspringt eine Kettenbruchentwicklung 


1 
tt: er tet" + atrt + 


| a > 


ih #5 Y 
also ein Kettenbruch, der ebensoviele Teilnenner, sämtlich vom Werte 


+ 1, besitzt, als die Anzahl der Zahlen in der Kette beträgt, und bei 
dem die ersten Teilzähler in jedem Abschnitt (vom zweiten Abschnitt an) 
gleich — 1, alle übrigen Teilzähler gleich + 1 sind. Einen solchen Ketten- 
bruch nennen wir Elementarkettenbruch (abgekürzt €&.) und können ihn 
vollkommen verständlich durch die Gliederung der Kette bezeichnen, in- 
dem wir ihn schreiben: 
(1.) € ja, ß, Y... 0, 7]. 

le, 8, Yy,... 0,7] nennen wir dann auch die Gliederung des Kettenbruchs, 
&, ,Y,... heißen die Abschnitte des Kettenbruchs. Es besteht also der 
Satz: 


=1+ 

















1. Zu jeder Kette [a,, a, ] ein Elementarkettenbruch von der 


gleichen Gliederung, und sein Wert ist 


So gehört zu der Kette [28, 13] der €$.: 
€ [2,2, 3, 3, 4| 


oder 


28 


Britt D+R +H- m+H rn Btr+H + 


1 

J e und eines €&. außer dem ersten und letzten besteht 
aus mindestens zwei Gliedern, d. h, es folgen niemals zwei Teilzähler — 1 
aufeinander, und umgekehrt ist jeder derartige Kettenbruch (mit lauter Teil- 
nennern + 1 und Teilzählern + 1) ein €$&. und einer bestimmten Kette 
zugeordnet. Zur Darstellung von negativen Zahlen werden wir auch €. 
zulassen, bei denen die beiden ersten Abschnitte gleich 1 sind (s. u. For- 
mel (14.)). 

Zu einer eigentlichen Kette gehört ein eigentlicher se bei ihm ist 


der letzte Abschnitt z >1, der Kettenbruch schließt mit 4 71 . Einer über- 


zähligen Kette entspricht ein überzähliger €&. mit 7 =1; er schließt mit 
—1 
Fr 
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Den abgeleiteten Ketten entsprechen (in umgekehrter Reihenfolge) 
die Näherungsbrüche des €&. Es sind dies die Elementarkettenbrüche 
(wir lassen das Zeichen € weg): 

11}; I2];... jel 
le, 1]; la, 2];.... ja, Al 
ie, P,1}; le, B, 2]; ... |, A, yl 


la, ß,... 0,1}; ja, ß,...0,2];... |®, ß,...0o,r]. 
Die Näherungsbrüche am Beginn eines jeden Abschnitts (vom zweiten Ab- 
schnitt an) sind überzählig; jeder von ihnen ist gleich dem um 3 Stellen 
zurückliegenden Näherungsbruch. Die übrigen Näherungsbrüche sind die 
eigentlichen Näherungsbrüche. Bei dem obigen €&. hat man die Näherungs- 
brüche 


mh 


ı 2|18|2 5 7|2 9 11j2 18 16 28 
ii II PET TT Pr FTP zZ 
Hier wird auch der Näherungsbruch n als überzählig angesehen, indem 
. 
0 
rungsbruch vorausschickt. Für die Berechnung der Näherungsbrüche be- 


steht das Gesetz: 
Der Zähler (Nenner) eines 


man dem Näherungsbruch n den Bruch - als nullten eigentlichen Nähe- 


eigentlichen 
überzähligen 


Differeng der beiden vorhergehenden Zähler ( Nenner) 


Um die Gesamtheit der Näherungsbrüche einfach zu übersehen, 
verstehen wir unter einer gebrochenen Fibonaccischen Folge von n Gliedern 


eine Reihe von n Brüchen = m Dres deren Zähler und Nenner Fibo- 
1 2 3 

K+ı_ %t+%_ı 
b+ı BK+b-ı 


Näherungsbruches ist die 





naccische Folgen sind, sodaß also ist, und bezeichnen eine 


solche gebrochene Folge durch 





(b, ’ ba)n 
Es sei nun zunächst © —>1. Dann bilden die « ersten Näherungs- 
brüche die gebrochene Folge 2 . Die beiden letzten Brüche seien 
a ‚ =, man berechnet 
a—ı (4a 


Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 
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b,=a,-%_, Bb=a+tb, 

=a-4., b=u+rb 
und hat in der gebrochenen Folge G nn die 3 Näherungsbrüche des 
zweiten Abschnitts. Die beiden letzten Näherungsbrüche liefern 


Ü=b,—b,_,; $=b,+G 
a=b—-b_, @a=b+e, 
(C, 65) 

(ei, 63); 


Abschnitts. So erhält man der Reihe nach zu jedem Abschnitt des €$. 
die zugehörigen Näherungsbrüche. 


und die gebrochene Folge gibt die y Näherungsbrüche des dritten 


Ist aber «=1, so ist L der erste Näherungsbruch; die 8 Nähe- 


(0, 1) 


rungsbrüche des zweiten Abschnitts bilden die gebrochene Folge (1,D), 


und dann rechnet man wie oben weiter. 
Aus der Bildungsweise der Näherungsbrüche erkennt man sofort: 


2. Die Zähler und Nenner sämtlicher Näherungsbrüche bilden (von rück - 
wärts genommen) Zahlenketten von der umgekehrten Gliederung, wie der E$. 
und sein erster vollständiger Quotient, d. h. es sind die Ketten 

lz, o,... ß, a} und {r, 0,...d,a—1l. 
Sie bilden mithin die erste und zweite Adjungierte der dem €$&. zugeord- 
neten Zahlenkette [a,, a,]. 

Ist [b,, d,] die erste abgeleitete Kette von [a,, a,], so kann man 

die Gesamtheit der Näherungsbrüche symbolisch durch den Ausdruck 
[A0, bo] 
[a,, b,] 

zusammenfassen, und es ist 


= elußı... 


= €fa,ß, 


€ Iz, o,... 
1 Efr, WR 
1 
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Die Anzahl der Glieder einer abbrechenden Kette, also auch die 
Anzahl der Teilnenner oder der Näherungsbrüche des zugehörigen €&. nennen 
wir die Länge der Kette und des Kettenbruchs. Sie ist 

a+ß+y+.-+o+r=l. 
Ferner möge die um 1 verminderte Anzahl der Abschnitte oder die Anzahl 
der negativen Teilzähler oder der überzähligen Näherungsbrüche als die Ord- 
nung der Kette und des Kettenbruchs bezeichnet werden. 

Ebenso, wie man einen überzähligen €&. auf einen eigentlichen re- 
duzieren kann, kann man auch einen eigentlichen €$, zu einem über- 
zähligen von beliebiger Länge erweitern, und zwar auf zwei Arten. Nach 
(4.) und (5.) in $ 1 ist: 

(3.) © {a,ß,... 7} = € ja, ß,... 0,9 + 2,3,3,...3, 1] 
und 
(4.) € fe, B,... v7] = € fa, ß,... u, v, 2,3, 3,...3, 1}. 
In der ersten Formel kann der €%. links auch ein überzähliger sein. 


Es sei ae der «* Näherungsbruch, und es werde 


Q; 
(5.) P; Q-ı—P:;-ı Q, = ö, 
gesetzt. Ist nun ein eigentlicher Näherungsbruch, so ist = P,_,+ P;_, 
Q; au Q;—ı + Q;_» also 
ö, BR EBEN D 
Ist aber r ein überzähliger Näherungsbruch, so ist ,=P,_,—P;_, 
= Q9-ı- Q,_,, also 
ö, ur; Ö,—_1. 


Da nun d, =—1 ist, so folgt: 

3. Die zu den Näherungsbrüchen gehörenden Zahlen Ö, sind in einem Ab- 
schnitt abwechselnd + 1 und — 1. Die erste Zahl in jedem Abschnitt stimmt 
mit der letzten des vorausgehenden Abschnitts überein. Die erste von allen 
Zahlen Ö, ist — 1. 


Der Näherungsbruch r hat als €. die Länge :; seine Ordnung 
sei m, er gehöre also zum (m-+ 1)" Abschnitt. Dann ist offenbar 
(6.) ö; = (— 1)*- ) 


Führt man in (5.): A_,=P,F P,_» %-ı=9FQ;_, ein, je nachdem 
9* 
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P,- 


— ein eigentlicher oder ein überzähliger Näherungsbruch ist, so folgt: 


&% 
4. Es ist 
(7.) P.Q,_-: - DR Wen (—1 — oder (— 1)", 


je nachdem 5 ein eigentlicher oder eın überzähliger Näherungsbruch ist. 


Ist q nicht der letzte Näherungsbruch in einem Abschnitt, also 


etwa, wenn der Abschnitt u = u, + u, ist: 


P 
a, la By.. ml, 


und ist 2, der zugehörige vollständige Quotient: 
‚= € |u, 9,... 0, T}, 





so ist 
_%P+P;-ı 
(8.) € fa, Ps ys... 0, har er u 


Ist aber z der letzte Näherungsbruch in einem Abschnitt, also 
P 
u“ € fa, ß, Al; = Er... ‚|, 
so ist 


(8*.) € fa, ß,... 0, T} aaa 


Es sei «a der Wert des €&. und & nicht der letzte Näherungsbruch 





in einem Abschnitt. Dann ist 


„DB _ BArPn DB ö 
u ee GG Arad + A-ı 
1 
-7 "Ira N 


Der vorausgehende Näherungsbruch gehöre zum gleichen Abschnitt; 








y also 





der zugehörige vollständige Quotient ist _,=1+ - und es wird 


Posa_ 1 T 
a) 8% (%-ı ge + &-2) Br +&-)+ %&-ı] 





ad — — 








"& (2 7, + 53° ae -u 
Setzt man 
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(9.) a Q—Pı =d4, 
so ist also 
(10.) Id =u4, 


Man sieht leicht, daß diese Formel allgemein gilt, auch wenn Fi der letzte 
i 


Näherungsbruch in einem Abschnitt oder ein überzähliger Näherungsbruch 





it. Nun ist = p also 


d,= | 4: cu il 
und damit hat man den Satz: 
5. Die Differenzen 4,= a Q,— P.| bilden eine Zahlenkette, die mit den 
Zahlen = 1, 4,=|a—1| beginnt. Ihre Gliederung ist |@«— 1, ß,y,... r} 
oder |, y,... 7}, je nachdem « >1 ist. 


1 —1 


Der €. für «= = entspringt aus der Zahlenkette [«a,, a,], und nach 
1 


dem eben gefundenen Satz ist 
(11.) |@ G—a P,| =d,,r 
Hiermit sind die Glieder der Zahlenkette durch die beiden ersten 
Glieder ausgedrückt. 
Das Vorzeichen der oben bestimmten Größe 9, = P,Q;,_,—-P,_,Q9;= #1 


wollen wir den Index des Näherungsbruches !i nennen. Wir lassen nun 


Q 
die Indices der überzähligen Näherungsbrüche fort, behalten aber die Ein- 
teilung in Abschnitte bei und nennen die so gebildete Gesamtheit der 
Indices die Indexkette des €&. Es besteht also die Indexkette zum Ket- 
tenbruch € ja, ,y,...r} aus lauter abwechselnden Vorzeichen +, mit — 
beginnend, und zwar im ersten Abschnitt «, in den folgenden Abschnitten 
ß—1l,y—1,...r— 1 Indices. Durch die Indexkette ist der €&. vollständig 
bestimmt. So gehört zur Indexkette 
-+=/)+- +-+l-|+]>-1+-1+r-+1-|+-+—-|+>-1+-1F+ 
der €8.: € [3, 6, 2,2, 2,3, 4,2, 5, 3,3, 2]. 

Einer gegebenen Indexkette kann man eine zweite Kette zuordnen, 
indem man die fehlenden Trennungsstriche zwischen je zwei Indices hinzufügt 
und dafür die vorhandenen Trennungsstriche wegläßt. Diese neue Index- 
kette heiße die zur ersten reziproke Indesxkette. 

Die zur obigen Kette reziproke Kette ist also: 
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++ I Hr ta leere + 
und der zugehörige €&.: € {1,2, 3, 2, 2, 2, 6, 3, 2, 4, 2, 2, 3, 3, 3]. 

Die Indexkette steht in einfachem Zusammenhang mit der von 
Christoffel und Herrn Hurwitz*) eingeführten Charakteristik. Wir stellen 
zunächst fest, daß die Näherungsbrüche des €&. auf Grund der oben be- 
schriebenen Bildungsweise dieselben sind, wie die, welche man nach Aur- 
witz durch die Fareyschen Reihen**) erhält. Man gibt nun jedem Nähe- 
rungsbruch den Charakter + oder —, je nachdem er größer oder kleiner 
ist, als der Wert a des Kettenbruchs. Die Charaktere der eigentlichen 
Näherungsbrüche bilden in ihrer Gesamtheit die C'harakteristik von a. 

P; 
Qi 


Br P,x + P:-ı P,; s ne: R R 
ab 3: > U je nachdem AR Q,_ı —- P,- 9, > 0 ist, also je nach- 
P; 


dem a positiven oder negativen Index hat. Ist aber % der letzte Nä- 


2 
r o . P,<—P,;,_-ı P; . 
herungsbruch in einem Abschnitt, so ist a = EZ ‚= —, je nachdem 


Ist — nicht der letzte Näherungsbruch in einem Abschnitt, so ist 








’ 


der Index von G negativ oder positiv ist. Es besteht also der Satz: 


6. Für alle Näherungsbrüche in einem Abschnitt mit Ausnahme des letzten 
stimmt der Charakter mit dem Index überein; für den letzten Näherungsbruch 


in jedem Abschnitt ist der Charakter dem Index entgegengesetzt. 
Es wird also die Indexkette in die Charakteristik verwandelt, indem 


man nur jeden letzten Index in einem Abschnitt durch den entgegenge- 


setzten ersetzt. 
Von der Charakteristik gelangt man bekanntlich sofort zu der ge- 


wöhnlichen Kettenbruchentwicklung der Zahl a. Seien nämlich g, 9,, 9.,-.- 





*) Christoffel, Lehrsätze über arithmetische Eigenschaften der Irrationalzahlen, 
Annali di Matematica (2) 15 (1888). 

Hurwitz, Über die angenäherte Darstellung der Zahlen durch rationale Brüche. 
Math. Ann. 44 (1894). 

**) Es ist gewiß bemerkenswert, daß bereits Nicolas Chuquet in seiner Tri- 
party, 1484 in derselben Weise die Näherungsbrüche einer gegebenen Größe bildet. 
Vgl. Cantor, Gesch. d. Math. Bd. 2, S. 352. Wertheim, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 


42 (1898) Suppl. S. 149. 
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die Anzahlen der aufeinander folgenden gleichen Charaktere, beginnend 
mit g negativen Charakteren, so ist *) 


1 
«= [9, 9ı, w...I=g+7 + r 
2 
Beginnt aber die Charakteristik mit g positiven Charakteren, so ist 
= (0,0, 9... ]=7,1 
= 11, 0 9» 9 + --J= 5 
Iru+.. 


Indem wir die Indexkette in die Charakteristik verwandeln, haben wir 
also einen E8. in einen gewöhnlichen Kettenbruch verwandelt, und es besteht 
der Satz: 

7. Die eigentlichen Näherungsbrüche des Elementarkettenbruchs für eine 
Zahl a stimmen überein mit den Haupt- und Näherungsbrüchen**) der gewöhn- 
lichen Kettenbruchentwicklung von a. 

Ist wieder 7 die Länge, m die Ordnung des €$., so ist also die 
Summe aller Teilquotienten des gewöhnlichen Kettenbruchs 


(12.) a+atat:+n=i—m, 
was sich auch daraus ergibt, daß Indexreihe und Charakteristik gleich 
lang sind. 


So erhält man nach Satz 6. aus der Indexkette 
-+—-|+- +- +|-|+1-|+-|+- +|-|+- +-|+-|+-—|+ 
die Charakteristik 

een rt tr ter tr tr tr tr rd 
und der zugehörige €. ist gleich dem regelmäßigen Kettenbruch 
[1,3,1,1,2,1,1,4,2, 2,1, 7]. 
Der letzte Charakter kann nach Belieben + oder — genommen werden, 
entsprechend dem Umstand, daß man den Kettenbruch anstatt mit 





9% (>1) auch mit ,—1+ - schließen kann. 





*) Der kleine formale Unterschied gegen die Darstellung von Herrn Hurwite 
(a. a. O0. S. 430) kommt nur daher, daß dort dem Näherungsbruch 2 noch die Brüche 


10 
oT vorangehen. 


**) Dabei rechnen wir abweichend von Perron, Die Lehre von den Ketten- 


brüchen S. 55, die Zahlen 


7. use. =! zu den Näherungsbrüchen des Kettenbruchs. 
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Ebenso einfach ist die Verwandlung eines gewöhnlichen Kettenbruchs 
in einen Elementarkettenbruch. Man schreibt unter die Charakteristik des 
Kettenbruchs eine gleichlange Reihe von abwechselnden Vorzeichen +, mit 
— beginnend. So oft ein Vorzeichen von dem darüberstehenden Charakter 
verschieden ist, ist ein Abschnitt zu Ende. Damit hat man die Index- 
kette des €&. und diesen selbst. So hat der gewöhnliche Kettenbruch 
[0, 3, 2, 1,5] die Charakteristik 


also ist die Indexkette 
-|+-|+|-+-+J|J-+|- 
und der €&.: € |1, 3, 2, 5, 3, 2]. 

Beim Übergang von der Indexkette zur reziproken Kette wird 
jeder innere (d. h. nicht einen Abschnitt schließende) Index zu einem 
letzten und jeder letzte Index zu einem inneren. Es hat daher die zur 
reziproken Kette gehörige Charakteristik gerade die entgegengesetzten Cha- 
raktere, wie die erste Charakteristik, folglich sind die entsprechenden 
Kettenbrüche zueinander reziprok; es besteht der Satz: 

8. Die zu reziproken Indexketten gehörenden Elementarkettenbrüche 
sind reziprok. 

Die explizite Darstellung des zum €&. € {a, ß,... z} reziproken €. 
ist nicht eben einfach und kann hier übergangen werden *). 

Dagegen bestehen einfache Beziehungen zwischen den Längen 1, ! 
und den Ordnungen m, m’ von zwei reziproken Elementarkettenbrüchen. 
Zunächst sind die beiden reziproken Indexketten gleich lang, also 

(13*.) I m=/"— m. 
Denkt man sich die beiden Ketten aufeinandergelegt, so fallen die Tren- 
nungsstriche der einen Kette zwischen die nicht getrennten Indices der an- 
dern, also ist ihre Anzahl in beiden Ketten zusammen: 
m+m=i—m—1. 

Hiernach ist die Ordnung des reziproken E$. 

(13°.) m’=l1—2m—1 
und die Länge 





*) Es sei hierfür auf eine demnächst in der Mathematischen Zeitschrift er- 
scheinende Arbeit „Über Möbiuskettenbrüche und Elementarkettenbrüche‘ verwiesen. 
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(13°.) "=21—-3m—1. 
Bis jetzt haben wir die durch einen €$. dargestellte Zahl als positiv an- 
genommen. Wir können aber auch eine negative rationale Zahl in einen 
ER. entwickeln, und zwar auf zwei Arten. Seien a, und a, positive ganze 


. . a — a 
Zahlen, so können wir entweder — ” = —* oder = — 
’ 


a, a, 4 


nun die Zahlenkette [— a,, a,], so beginnt sie mit — a, |a, |a, + Q,, Qu, @} »- 


setzen. Bilden wir 





geht also nach 3 Gliedern in die Kette [a„a,] über. Ist nun * = 


1 


€ je, ß,y,...}, so ist also 
—U 
(14). a eil,l,e+1,B,9,...4. 
Vom dritten Näherungsbruch an sind alle Zähler negativ. 
Dagegen beginnt die Kette [a,, — a,] mit a, — a, a + a, + 2a,,4, 
+ Gy, Ay A,..., also ist 


2 -€8,1,23,a+1,ß,7....). 


Vom vierten Näherungsbruch an sind alle Nenner negativ. 


Von diesen beiden €&., die dieselbe Zahl darstellen, wollen wir nur 
den ersten als einen echten €&. ansehen. Ebenso können wir aber auch 





neben dem €$. für die positive rationale Zahl = einen zweiten aufstellen, 


1 





1 ı 


dabei zwei Fälle zu unterscheiden. Ist «,—a,, so beginnt die Kette mit 
- | — |, — a, |ay,A,,..., also ist 


u = El, 1, l, q, Bier 


wenn wir - „3 setzen, also die Kette [—a,— a,] bilden. Wir haben 





Ist aber a, <.a,, so hat der E&. für © die Form = =€|1,o,ß,Y.-..-| 


und die Kette [—a,—a,] beginnt mit — a, — a, |a, — a, | 2a, — Gy, Ay... 
24, —%y 





Man erhält also den zugehörigen €&., indem man dem €$. für 


= 2 . die Abschnitte 2, 1 vorsetzt. Es ist aber offenbar 2— 


1 a, 
= €ie+1,ß,y,...|, folglich 
-_® € B1,e+1,ß,Y....). 


Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 
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Auch die beiden letzten Formen wollen wir von der Betrachtung 
ausschließen; es ist also bei einem eigentlichen €$. entweder kein 
Abschnitt = 1 (wenn der Wert des €&. a1) oder nur der erste 
Abschnitt (wenn 0 < a<{1) oder die beiden ersten Abschnitte (wenn 
a <0 ist). 


$ 3. Unendliche Elementarkettenbrüche. 


Anstatt aus der Zahlenkette kann man einen Elementarkettenbruch 
auch durch den folgenden einfachen Algorithmus erhalten. Es sei w eine 
reelle Zahl. Man bilde nacheinander die Zahlen 


1 1 1 


To — IP 14773 = o, —1/ 17 = 0, — 1P 


Ist nun w positiv, so folgt in der Reihe der Zahlen w, w,, w,,... stets auf 
eine Zahl, die < 1 ist, eine Zahl > 1. Man kann also die Reihe in 
Abschnitte von «, ß,y,... Zahlen 


(1.) w 


WW, W;, Ws, a W.— 1 
(2.) W; ww, +15 W,+3 ... WW. +8—1 
Wr ** W+A+r—1 


zerlegen, sodaß jeder Abschnitt mit einer Zahl < 1 schließt, während alle 
übrigen Zahlen > 1 sind. Mit diesen Zahlen bilde man den €. 


(3.) € la, B,Y,...}; 
und in diesem sind sicher alle Abschnitte vom zweiten ab > 1. 
Ist aber w negativ, so ist w, = —— <1, es folgen also hier 


zwei Zahlen <- 1 auf einander, sie bilden jede für sich einen Abschnitt 
und der zugehörige €&. hat die Form 


(4.) € {1,1,19,d,...}, 


worin alle Abschnitte vom dritten ab — 1 sind. 

Wir beweisen nun den Satz: 

1. Ist w eine rationale Zahl, so gelangt man in der Reihe der Zahlen 
w, @,, @y,... schließlich zu zwei aufeinanderfolgenden Zahlen w, „= 2,w_, =1. 
Schließt man mit diesen die Reihe, so hat der zugehörige endliche €&, den Wert w. 
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Beweis. Ist ® positiw und gleich dem Quotienten > von teiler- 


1 


fremden ganzen Zahlen, so ist 


a, qa, Aa Aa 


u, = 40,=-—-=--7,,,, 
ı .-a % °’ m-a 0, 





also bilden a,, @,, Qg, Q,,... eine Zahlenkette [a,, a,]. Diese schließt mit 
u—2 


0.,=2,0_,=1, also wird ._,- =" =2 und w_,= el. Die 





Gliederung der Kette [a,, a,] stimmt offenbar mit der durch die Zahlen 
©, W,, @g,... erzeugten Gliederung |e, ß, y,...} überein, folglich hat der €. 
(3.) den Wert ni @. 


1 


Ist w negatw, so ist w = oh <Z 1, also gleich dem endlichen €&. 


1—-o 
o,=&/1,y,0d,...}. Dann ist aber w=1 —_ gleich dem €$. (4.). Damit 


ist der Satz bewiesen. Die Zahlen w, w,, w,,... sind die vollständigen Quo- 
tienten des E$. 

Ist nun w eine irrationale Zahl, so bricht die Reihe der Zahlen w, w,, 
@g... nicht ab und der zugehörige €&. wird unendlich. 

Ein unendlicher €&. heiße konvergent, wenn seine eigentlichen Nähe- 
rungsbrüche gegen einen endlichen Grenzwert konvergveren. 

Zur Untersuchung der Konvergenz eines unendlichen €&. betrachten 


wir die Differenzen von zwei Näherungsbrüchen Keys Ei fürx<=1,2,3,... 











Qi+x i 
Es ist nach (8.) und (8*.) in $3: 
Pı+xz _Pi_ Pu HFP-ı _Pi_ 1 
+. a Aura Gl Am FA-ı) 





‘ 


wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem Q, 


ein Näherungsbruch am Schluß eines Abschnitts ist oder nicht. Im ersten 
Falle ist immer 2, >1, also, da , — Q,_,= Q;_; ist: 


Pizz _Pi > 
u. ur, 


im zweiten Fall ist x, 0, also 
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Bi 1 
&-u<aon 

Es ist also der unendliche €$&. jedenfalls konvergent, sobald die 
Nenner ®, mit © über alle Grenzen wachsen. Das ist aber stets der Fall 
mit der einen Ausnahme, daß die Nenner Q,, Q, Q... die periodische 
Zahlenkette 1,1, 0,1, 1,0,... bilden. Dies tritt nur bei zwei Elementar- 
kettenbrüchen ein, nämlich € {2,3,3,3,...| und €{1,1,3,3,3,...}, und 
diese sind in der Tat divergent; die Näherungsbrüche des ersten gehen 
gegen + ©, die des zweiten gegen — ©. Es gilt also der Satz: 

Ein wunendlicher &&. ist — abgesehen von den beiden erwähnten 
Ausnahmen — stets konvergen. Man sieht leicht, daß für eine endliche 
Irrationalzahl ® der Algorithmus (1.) niemals auf die Gliederung 
2,3, 3, 3,...] oder {1,1,3,3,3,...} führen kann, also folgt: 

3. Der einer Irrationalzahl » zugeordnete unendliche &&. (3.) oder 
(4.) ist stets komvergent und hat den Wert w. 

Das letztere ergibt sich daraus, daß nach (1.) sich ® mit Hilfe 
der Näherungsbrüche des zugeordneten €$. durch die Ausdrücke w = 
PRoa#fPi-ı 

u Fdi-ı 

Ein unendlicher E8. kann einen rationalen Wert haben. Man kann 
nämlich auch für ein rationales ® den Algorithmus (1.) unbegrenzt fort- 
setzen. An den Wert &,_,=1 schließt sich an: 





darstellt und infolgedessen |w -7 gegen Null konvergiert. 


=», WI, W,,=l, 3 = 9, W,4=(,.... 
Ist nun 
(6.) | w=€ eo, ß,...o,r|} 
der endliche €. für w, so kann man entweder durch w, = » und w,,,= 0 
den letzten Abschnitt um zwei vermehren, und dann folgen unbegrenzt 
viele Abschnitte gleich 3, oder man hat durch w, und w,,, einen neuen 


Abschnitt = 2 und darauf lauter Abschnitte = 3, sodaß man für w zwei 
unendliche Elementarkettenbrüche erhält: 


(6.) w= € le, ß,..0,0+2,3,3,3,...} 
und 
(7.) o= € |e,ß,...0,1,2,3,3,3,...| 
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Beide ergeben in der Tat denselben Wert, wie der €&. (5.). Sei nämlich 
w=% der Wert dieses E$., > sein vorletzter Näherungsbruch, so folgen 


1 


beim €&. (6.) auf = die Näherungsbrüche 


1 


Mt do 209 +do, Ag Int do Aap+ do, Ay Ban + dp GM. + bo, 
a +b, 2a +5’ a, 30,+5’ 4, +5’ m’ 5a+b’ 60,+b,’'” 


also ist der Wert des unendlichen €$. (6.): 














Im €&. (7.) dagegen folgen auf > ” die Näherungsbrüche 


1 1 
Ig — bb 2. — bo, Ag 3, — b, 4, — bo, A da, — b, 6a, — bo, 
a, —b,’ 2a, —b,’ a,’ 3a, — b,’ 4a, —b,” a,’ Ba, — b,’ 6a,—b,’” 


also ist auch hier der Wert des E&. 














Es kann also ein endlicher €&. auf zwei Arten in einen unendlichen €$. 
verwandelt werden. Umgekehrt aber gilt der Satz: 


4. Ein unendlicher &&. hat dann und nur dann einen rationalen 
Wert, wenn von einer bestimmten Stelle an alle Abschnitte gleich 3 sind. 


Es muß nämlich, wenn w= n ist, der Ausdruck 


Q,0— pj - 4a Fall 





a, 
verschwinden, sobald er unter — sinkt. Ist nun r nicht der letzte Nä- 
f ‘ 
herungsbruch in einem Abschnitt, so ist 
1 





also muß jedesmal, wenn Q,w,+ Q,_,>a, wird, =» sein. Der zu 


P; RE " en N; 
0; gehörige vollständige Quotient ist also der oben gefundene divergente 


unendliche €&. ©, = € |2,3,3, 3,...|, folglich hat dann der €. für » in 
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der Tat die Form (6.). Ist aber r 


schnitt, so ist, da & = Q,_, + Q;_, Ist: 


1 1 
os —- Qi Am —-N)+Q-o 
und auch hier ergibt sich, sobald der Nenner >a, wird, =». Dies 
führt aber zu einem unendlichen €&. von der Form (7.). 
Schließen wir also diese €&. mit der ‚Periode 3“ von der Be- 
trachtung aus, womit auch die beiden divergenten €&. ausgeschlossen sind, 


und nennen wir einen unendlichen €&,, dessen Abschnitte nicht schließlich 
alle = 3 sind, regulär, so gilt der Satz: 


5. Ein requlärer E8. ist stets konvergent und stellt eine irratio- 
nale Zahl vor. Umgekehrt läßt sich eine ürrationale Zahl immer nur 
auf eine Weise in einen unendlichen &%. verwandeln, und dieser ist stets 
regulär. 

Bei einem unendlichen €&. von endlicher Ordnung, also mit einer 
endlichen Anzahl von Abschnitten, ist der letzte Abschnitt unendlich lang, 
d.h. der €$. schließt mit dem gewöhnlichen Kettenbruch [1,1,1,...], 
der als €&. mit € {oo} zu bezeichnen ist. Sein Wert, den wir mit i be- 
zeichnen wollen, ist 


der letzte Näherungsbruch in einem Ab- 








Qw— P, on 


(8.) t=€|»|= me. 


Es ist also ein unendlicher €&. von endlicher Ordnung 


worin n, R die beiden letzten Näherungsbrüche des endlichen €&. € je, ß,... | 
les. 


bezeichnen, und es besteht der Satz: 

6. Jeder unendliche E&. von endlicher Ordnung ist arithmetisch äquw- 
valent mit der quadratischen Irrationalzahl t. 

Die Umkehrung dieses Satzes kann hier noch nicht in präziser 
Weise formuliert werden (vgl. $ 5, Satz 11.). 

Ein Abschnitt der durch den Algorithmus (1.) bestimmten Zahlen 
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w; bestehe aus den Zahlen »®, »®,... wo, sodaß also w" << 1, die übrigen 
Zahlen>1 sind. Es ist dann 


23 


9) We del+ Zar d=14— - 


. Fi 
gen . 





Damit w'” in das Intervall 0 < w® < 1 hineinfällt, muß jede der vor- 
hergehenden Zahlen in einem bestimmten Intervall liegen. Diese Intervalle 
sind alle voneinander getrennt und sind in folgender Weise festgelegt: 
Es seien 
=, a =l,9a-1,9=-23,9=-3,9=-5,M=B;... 
die bekannten Fibonaccischen Zahlen mit dem Bildungsgesetz 


Pa = Pn—ı + Pan—?: 


Ihre Verhältnisse Pı a, . ... sind die Näherungsbrüche des eben er- 
0 1 2 
wähnten Kettenbruchs € |a}=t= 23 und sie begrenzen Intervalle 


I,,I;, Is,..., welche immer kleiner werdend von beiden Seiten gegen den 
Grenzpunkt t konvergieren. Das m“ Intervall ist 
Pm Pmm+2 
(10.) In (Pe, Be+e) 

Hierunter ist mit 9_, = 1 auch das Intervall (0,1) als Z, einbegriffen. 

Aus den Formeln (9.) folgt dann der Satz: 

7. Damit 0 < wo” —< 1 ist, müssen die Zahlen =” fürm=1,2,3,... 
jeweils im Intervall I, liegen. 

Oder anders ausgedrückt: 

8. Liegt eine Zahl w, im Intervall I, so folgen auf sie im gleichen 
Abschnitt noch m Zahlen, welche der Reihe nach in den Intervallen I,„_,. 
Ina ..: I, I liegen. 


& 4. Elementarkettenbrüche und lineare Substitutionen. 


Es sei .= € ia, ß,... u} ein Näherungsbruch der €$.-Entwicklung 
einer Größe x; der zugehörige vollständige Quotient sei y, also 


. P,yFP:;-ı 
4yF%-ı 
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= 
Q 


nicht. Wir schreiben dann den €$. für z im einen oder anderen Fall 
in der Form 


(2.) x= €ja,ß,... A, u || y} 


je nachdem — der Näherungsbruch am Schluß eines Abschnitts ist oder 


oder 


(3.) = € {e,ß,...4,u|y}. 
Die Zahlen x und y sind durch eine ganzzahlige Substitution von 
der Determinante + 1 mit einander verknüpft. Diese läßt sich aus zwei 


Fundamentalsubstitutionen 2 =1+ . und !=1-— - oder 


ei 
(4.) U=(0) 7-G 9 


zusammensetzen, und die Zusammensetzung ist durch den €$., unmittelbar 
gegeben. Es ist nämlich auf Grund der Bildungsweise der €&., je nach- 
dem zwischen x und y die Beziehung (2.) oder (3.) besteht: 

(5.) z= U"! y UP-1V... U*T'1V(y) oder 

(6.) z = U""19 9? -'V..Urly). 


Wir nennen eine Substitution *) E h) die sich allein aus den Substi- 


tutionen U und V zusammensetzt, eine gerade Substitution und haben 
den Satz: 

1. Der Wert des E&. ist mit irgend einem vollständigen Quotienten 
durch eine gerade Substitution verknüpft. 

Für die Fundamentalsubstitutionen U und V gelten die Be- 
ziehungen **): 

(7.) V”’=1, also V-'=-V%, 

UV?’ UV’=1, also 





*) Eine Verwechslung der Substitutionskoeffizienten «,® mit den gleich be- 
zeichneten Abschnitten des E&. ist wohl nicht zu befürchten. 


**) Dabei werden er 2) und Wera ut als identisch angesehen. 
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(8.) ’-UV:U, U-'- PEUV: 


Man sieht ohne weiteres: 

2. Die geraden Substitutionen bilden eine Gruppe. 

Infolge von (7.) und (8.) kann jede gerade Substitution auf eine 
solehe Form gebracht werden, daß sie die Potenzen von U nur mit po- 
sitiven Exponenten und zwischen ihnen nur die erste Potenz von V ent- 
hält, d. h. sie läßt sich stets auf eine der Formen (5.) oder (6.) reduzieren. 
Darin kann @=1 oder gleichzeitig « =1, $?=1 sein; dann beginnen 
die Substitutionen mit V oder V?. Ferner kann in (5.) auch u =]1 sein; 
dann schließt die Substitution mit V7?. Die übrigen Zahlen y, d,...A 
sind sämtlich größer als I. Dies entspricht den früheren Festsetzungen 
über die Elementarkettenbrüche, wonach nur die beiden ersten Abschnitte 
und der letzte Abschnitt gleich 1 sein sollen. Solche €. wollen wir 
jetzt normal nennen. Wir können nun aber auch €$. betrachten, bei denen 
einzelne innere Abschnitte gleich 1 sind, und können sie, indem wir sie mit den 
linearen Substitutionen in Beziehung setzen, in normale €&. verwandeln. 
Es mögen also im €$. die Abschnitte x, 1, A aufeinanderfolgen, wobei x 


und >1 sind. Ihnen entspricht in der zugeordneten Substitution das 
Produkt U*-! YVU’-'YV oder nach (8.): U*-?VU’-?Y, folglich ist 


0) el, B.. 12... = Ele, ßB...2—1,21—1,...|. 


Sind aber zwei aufeinanderfolgende innere Abschnitte gleich 1, so ent- 
spricht den Abschnitten x, 1, 1, A das Produkt U*-! YyV? U?-!9— U*+t!-%y, 
also ist 
(10.) € la, ß,...5,1,1,4,..1=€E 0, ß,..2x +2 —1,.... 
Sind drei aufeinanderfolgende innere Abschnitte gleich 1, so entspricht dies 
dem Produkt U*-!9V? U?-197 = U"-!VU’-!1V. d.h. es ist 
(11.) 5, 20. Aee 20 Fon Pop Par Pomen E55 27 37. ARE Au MEBEn 
Auf diese drei Fälle läßt sich die Reduktion aller nicht normalen 
€8. zurückführen. So ist z. B. nach (9.) und (11.) 
€ 3,1,2,1,1,4)=€ 3, 1,1,1,4) = € |2, 4) 
oder nach (10.) und (9.) 
€ 3,1,2,1,1,4)=€ 3, 1,5) = € |2, 4). 


Es seien nun x und x’ zwei irrationale Zahlen, deren €. von einer 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 11 
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bestimmten Stelle an übereinstimmen, also einen vollständigen Quotienten 
y gemeinsam haben. Dann folgt aus Satz 1, daß x und x” durch eine 
gerade Substitution verknüpft sind. Zwei solche Zahlen nennen wir gerade- 
äquivalent. Es besteht also der Satz: 


3. Zwei irrationale Zahlen, deren E&8.-Entwicklungen von einer be- 
stimmten Stelle an übereinstimmen, sind gerade-äquiwwalent. 
Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes. Sind x und v’ 
gerade-äquivalent, so ist entweder 
12) = UIYU’1V., Ur"! Yo)=Eji,Pß,.. uf 
oder 
12.) = U!y UV... U(e)= Ele, ß,... 128; 
wir haben also den Satz: 
4. Sind zwei Zahlen gerade-äquivalent, so stimmen ihre E8.-Ent- 
wicklungen von einer bestimmten Stelle un überein. 
Es kann dabei stets erreicht werden, daß die eine Zahl ein voll- 
ständiger Quotient in der €&.-Entwicklung der anderen Zahl ist. 
Es seien nun x und x’ irgendwie äquivalent, d. h. es sei 
’ at + 
er 
mit vier ganzen Zahlen «, %,y, ld‘ von der Determinante e= +1. In der 





(13.) 


SE . 
Entwicklung von x in einen normalen €$. sei — ein Näherungsbruch am 





di 
Schluß eines Abschnitts, y der zugehörige vollständige Quotient, dann ist 
_Py—Poı 
, y-d-ı a 


P,Q-ı—- PB-ı9% = 94= Hl. 
Dies in (13.) eingeführt gibt 


(14.) = — 2 worin 


A=«P+PQ, B=aP_ı+PQ;-ı 
C=yP+0ßQ, D=yPB_ı+IQ.-» 


und es ist 
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AD—-BC=e,= +1. 
Es seien nun zunächst x und z’ positiv und die Vorzeichen von «, 
B,7, 0 so gewählt, daB ax + /, also auch yx-+ d positiv ist. Dann 
werden bei genügend großem : die Zahlen A, B, C, D positiv, und es wird 


A>E 0532 


In dem €$. für 2 sel ni der vorletzte Näherungsbruch. Dann können 


zwei Fälle eintreten: 
1. Es ist 
AD’ — B'C= AD- BC, 
und dann folgt in bekannter Weise, daß 
B=B, D=-D 
sein muß, also ist nach (14.) y auch ein vollständiger Quotient der E$.- 


Entwicklung von «’, folglich sind x und x’ gerade-äquivalent. 
2. Es ist 


AD’ — B'C=— AD + BC, also 
A(D+D’)=(0(B+P), 
und hieraus folgt, dad B+ B’<2A, D+D’<2C ıst, daß 
B+B=4 D+D=(C 


sein muß. Es ist dann also > der dem Bruch 4 vorangehende Näherungs- 


bruch,; dies ist aber zugleich der dem Bruch 2 folgende überzählige Nähe- 
rungsbruch, d. h. ist 


so 18t 






Nach (14.) ist dann 
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und daraus schließt man, daß in der €8.-Entwicklung von x’ der Bruch 


> 


ein Näherungsbruch am Schluß eines Abschnitts und : der zugehörige 


D 
vollständige Quotient ist. Wir nennen in diesem Fall x und x’ ungerade- 
äquiwvalent. 

Ist 

y=€),n,P, 0,....|, 
so hat der reziproke €&., da » >1 ist, die Form 
= ev, ir, 
also wird 
x =€ja,b,...n,1,1,v',n’,e',...| 
oder nach (10.) 
(15.) "=€lab...n+rv’—1,n’,0',.... 

Es besteht also der Satz: 

5. Sınd zwei Zahlen ungerade-äquivalent, so sind ihre ER.- Entwicklungen 
von einer bestimmten Stelle an zueinander reziprok. 

Der Satz bleibt bestehen, wenn eine oder beide Zahlen negativ 
sind, denn es ist —x zu x gerade-äquivalent vermöge der Substitution 
V’U, sodaß —x=€ |1,1,1 x}. Ist nun z. B. nur x negativ, so gilt der 
Satz für —x und ’, folglich auch für x und «”. 

Zwei ungerade-äquivalente Zahlen sind durch eine ungerade Substitu- 
ton miteinander verknüpft. Es ist 


= € ja,ß,...u |yl, 
(16.) x =€ja,b,...m| , 


also, wenn wir als neue Fundamentalsubstitution die reziproke Trunsfor- 
matıon 


/ (01 
17.) B= 10 


einführen: 
au DIV DAY. WriFoh, 
dETEDETIT. WITT. 
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Durch Umkehrung der ersten Substitution erhält man, wenn man 
zur Abkürzung 
v(UVY-'V=T, 
setzt: 
y=-=7,7T,..7,7,(e) 


u 
und damit 


(18.) Eu IPA FRR:.: File), 
d. h. eine ungerade Substitution setzt sich aus den drei Substitutionen U, V, R 
zusammen. 
Die vorliegende Substitution läßt sich bedeutend vereinfachen. 
Für die Substitution R gelten die Beziehungen 
R'= 1, also R='’=R 
RUR=VU, RVR= V*, RV’"R=V. 


Hieraus schließt man sofort den Satz: 


(19.) 


6. Jede aus U, V, R zusaminengesetzte Substitution, die eine gerade 
Anzahl von Substitutionen R enthält, läßt sich allein duch U und V aus- 
drücken, ist also eine gerade Substitution. 

Es läßt sich also eine ungerade Substitution aus den Substitutionen 
U,V und einer Substitution R zusammensetzen, und man kann stets er- 
reichen, daß die Substitution R am Ende steht. Um (18.) in dieser 
Weise umzuformen, bilden wir mit Benutzung von (19.) 


R(UV)R = RURRVR = VUV, 


ferner 


RT,R = RVRK( ÜvR re R(DV)RRVR  UM-iY, 

folglich 
RETTET 

Damit wird (18.): 

ERRIFLLERTT EDERT 6.07! VRR: 
Hieraus schließt man: 

7. Haben zwei ungerade-äquivalente Zahlen die in (16.) angegebenen 

ER.-Entwicklungen, so ist 
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(20.) x =€ |a,b,...m, u,4,..ß,0 H 
und umgekehrt, wie man leicht sieht: 
(20*.) = Ela, ß,...u,m,..b,a 3. 


Es ıst nun auch sofort zu sehen, daß jede aus U,V und einer 
Substitution R zusammengesetzte Substitution eine ungerade Substitution 
ist. Eine derartige Substitution läßt sich immer auf eine der beiden 
Formen 

x = U"71V... Un! VRR), 
u = U"'V... Ur Re) 


bringen. Diese entsprechen den €$. 
x = €la,ß,... u 2} 


und 
1 


‚’ £ | 1 i | 
ea, ß.. u) =ei,ß..utrLhhl z 
d. h. es sind in der Tat x und x’ ungerade-äquivalent. 
Zusammenfassend können wir sagen: 


8. Alle ganzzahligen linearen Substitutionen von der 
Determinante + 1 zerfallen in zwei Arten: Gerade 
Substitutionen, die sich allein ausden Fundamentalsubsti- 
tutionen U und V, und ungerade Substitutionen, die sich aus 
U,V und einer Substitution R zusammensetzen. Die geraden 
Substitutionen bilden eine Gruppe, zwei ungerade Substitu- 
tionengeben zusammengesetzt einegerade Substitution. Die 
€8.-Entwicklungen von zwei äquivalenten Zahlen stimmen 
entweder von einer bestimmten Stelle an überein oder sıe 
sind von einer bestimmten Stelle an reziprok, je nachdem 
dieZahlen durch eine geradeoderungerade Substitution mit- 
einander verknüpft sind*). 


*) Vgl. hierzu meine Arbeit „Über Möbiuskettenbrüche und Elementarkettenbrüche“, 
Math. Zeitschr. Bd. 3. 
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Bei dieser Einteilung der linearen Substitutionen in zwei Arten 
kommt die Scheidung in eigentliche (Determinante+ 1) und uneigentliche 
Substitutionen (Determinante — 1) nicht zum Ausdruck. Dies gelingt aber 
in sehr übersichtlicher Weise, wenn wir an Stelle von U die Substitution 
!—= —x oder 


„in _ 

N=(g,)= PU 

und an Stelle von R die Substitution 2 = — - oder 
01 

T=(_7 0)= NR 

einführen. Dann ist 
N=1, T=1, V’=1, 

ferner 


TNT=N, NTN=T, 
NVN = TV?T, NV’"N= TVT, 


und es besteht der Satz: 

9. Alle ganzzahligen linearen Substitutionen von der 
Determinante +1 lassen sich aus den drei zyklischen Sub- 
stitutionen N, V,T zusammensetzen. Jede Substitution mit 
einer geraden Anzahl von T läßt sich durch N und V, jede 
Substitutionmit einer geraden AnzahlvonN läßt sich durch 
T und V ausdrücken. 

Dies führt in doppelter Weise zu einer Einteilung der linearen Sub- 


stitutionen. 
I. Gerade Substitutionen nur aus V und N zusammengesetzt. 
Ungerade ” » »  9,N und einer Substitution 7 zu- 
sammengesetzt. 
II. Eigentliche Substitutionen nur aus V und 7 zusammengesetzt. 
Uneigentliche Br » »  V, T und einer Substitution N 
zusammengesetzt. 


Die Translation «= x + 1 oder S =(6 - ist eine ungerade Sub- 


stitution, denn es ist 
(21.) S=V/T=UR, 
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Ein einfaches Kennzeichen für gerade Substitutionen hat man in 
dem folgenden Satz, auf den mich Herr J. Schur aufmerksam gemacht 
hat: 

10. Die Gruppe der geraden Substitutionen stimmt überein mit der 
Gruppe der Substitutionen, die mod 2 einer der Substitutionen 


E= (1) 9=-G = 11) 
kongruent sınd. 


Ist nämlich ® die Gruppe der geraden Substitutionen, ®’ die in 
dem Satz genannte Gruppe, so ist ® in ®’ enthalten, da die Substitutionen 
V und N in %’ enthalten sind. Daß beide Gruppen identisch sind, folgt 
einfach daraus, daß ® und 9’ Untergruppen vom Index 2 in der Gruppe 
aller ganzzahligen unimodularen Substitutionen sind. 


Es ist also (* ®\ eine gerade Substitution, wenn entweder 3 und y 
y6 8 / 


gerade oder «, , y ungerade oder ß,y, 0‘ ungerade sind. 
Zugleich ergibt sich, daß die ungeraden Substitutionen diejenigen 
sind, die mod 2 einer der Substitutionen 


(pr iden-gni 


kongruent sind. 
Aus Satz 10. schließt man sofort den folgenden Satz, dessen sehr 
einfache Begründung ich ebenfalls Herrn J. Schur verdanke. 


11. Jede eigentliche Substitution von der Form (7 B: . ) ist eine un- 


gerade Substitution. 
Es könnte nämlich die Substitution nur gerade sein, wenn A und 
y gerade sind. Dann wäre aber = — 37 — 1==3 mod 4, was unmöglich 


ist, 

















Zur Theorie der Fundamentalgleichung. 


Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 





81. 

1) Es sei X ein algebraischer Zahlkörper n-ten Grades. Wenn 
die ganzen Zahlen w,, w,,...,w, eine Basis des Körpers bilden, dann ist 
r=1tw+1bW+ +1 w, 

die Fundamentalform, und die Gleichung 
F(2;t, 1, ...,4,)= Ne —r)=0 
bildet die Fundamentalgleichung. K. Hensel*) hat zum erstenmal die 


folgende grundlegende Tatsache vollständig bewiesen: Wenn im Körper 
K die Zerfällung 


p=pipd...pi 
statthat, wo p, verschiedene Primideale f,-ten Grades bedeuten, dann ist 
(1) Fla; ti, iu...,4) m Pils; tigen s bu)... Plz; tb, ia... , 6,) (mod. 2), 


wo P, (mod. p) verschiedene einfache **) undirreduzible Polynome f,-ten Grades 
bezeichnen. In den folgenden Zeilen werde ich zeigen, daß F(z; t,, t,...,,) 
auch nach dem Modul 7°, « >1 in eindeutiger Weise als ein Produkt von 
einfachen und (mod. p*) irreduziblen Polynomen darstellbar ist. Es wird 
für &>1 die Kongruenz 





*) Untersuchung der Fundamentalgleichung einer Gattung usw. Dieses Journal, 
Bd, 113, S. 61. 
**) D, h. der höchste Koeffizient in © ist gleich Eins. 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 1/2. 
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(I) Fazit. tu...) Bol tıianeeenia)eee Ana (25 ba dene, 1) (mod. 9°) 
gelten, wo Q,, (mod. p»*) verschiedene einfache, irreduzible Polynome be- 
deuten, welche noch die Relationen 


(I1*.) ul, ta...,t,) = PR(2; 1, to...,t„) (mod. p) 


(im1,2,...,%) 
erfüllen. 

2) Nun sei im Körper K jede Primzahl p mindestens durch zwei 
verschiedene Primideale teilbar. Wenn die ganze Zahl w des Körpers 
der irreduziblen Gleichung 

fa)=a"+a,@""'+..+a,=0;a, rat. ganze Zahl, 
genügt, so folgt aus (II.) die Reduzibilität des Polynoms f(x) nach jedem 
Modul p°. Auf solches Verhalten irreduzibler Polynome hat zum ersten- 
mal HZ. Hilbert*) hingewiesen; im $2 werden Beispiele dieser Art ohne 


Anwendung der Idealtheorie gegeben. 
3) Ein einfaches Polynom in & 


G(2; I, ng t,) ns ” + A,{t,, RER t,) — -+ En + An(tı PER ai 


dessen Koefiizienten ganzzahlige Polynome der Unbestimmten t,, tz,...;/, 
sind, wird (mod. »°) irreduzibel genannt, wenn es nicht als ein Produkt 


von einfachen Polynomen darstellbar ist. Zunächst soll der folgende 
Hilisatz abgeleitet werden, der einen Satz von Schönemann**) verallge- 
meinert. | 
Wenn die Polynome R,, R,. 8,5; einfach sind und AR,R, bzw. 
S,, 8, (mod. p) relativ prim gegeneinander ausfallen, dann folgen aus den 
Annahmen 

RB, (25, te... 6) Ba (Zt ia st) a I (Bee) Salze: sd.) (mod. 2°), 


R (&; tt, ta...,4) = Sı (25 1, ta,..., t,) (mod. p), 


5 
R, (2; tı; l,, .„..,;: t,) a S, (2; tı; bgye os; t,) (mod. p), 


dıe Relationen 


*) Über Diophantische Gleichungen. Göttinger Nachr. 1897, S. 48. Vgl. auch 
die Note: Zur Theorie der höheren Kongruenzen. Math. und Naturw. Berichte aus 
Ungarn Bd. 20, 5.39. Aus Hensels „Theorie der alg. Zahlen‘ ist ersichtlich, daß die 
oben angegebene hinreichende Bedingung auch notwendig ist. 

**, Von denjenigen Moduln, welche Potenzen von Primzahlen sind. Dieses 
Journal Bd. 32, S. 93, $ 58 der Abhandlung. 
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BR, (2; 1,12...) = 8,(2; 1, ta... , 1) (mod. 9"), 

R, (2; tu t,...,t)=8,(2; 1, 1,...,t,) (mod. 9°). 

Es sind nämlich 

Sl; ti, ia...,6) = Rla;ts ia... ‚tW) +9 Matteo. bo) 

Slate Reli, ia...) + 9’ Melzito ta..-, bo) 

wo die Grade von M, bzw. M, kleiner als die Grade von R, bzw. R, 

ausfallen. Wenn wir y<Z« voraussetzen, dann folgt aus 
R,R,=R,R,+ p’ (R, M, + R,M,) + p” M, M, (mod. »*) 

die Relation 


(1*,) 


(2.) 


M, R,+ M,R, = 0 (mod. p), 

woraus — da R,, R, (mod. »p) relativ prim sind — die Relationen 

Ill ia...) Mıl; to ia...) = O (mod. 9, BR, (2; t,, tu... 6)), 

(3.) fall in...,6) Melt; ia..., 6) = O (mod. 2, BR, (2; 1, iu... ,6,)), 
fi (bis tar... , 2.) =je O (mod. p), fa (bı, te,... , 4) == 0 (mod. p) 
folgen. Da noch die Grade von M, bzw. M, die angegebene Eigenschaft 
besitzen, ergeben sich aus (3.) die Kongruenzen 
(3*,) M,(2;t,t....,t) = 0 (mod.p), M, (2; t,, t,...,,) = 0 (mod. p), 
infolgederen „>. ist, q.e. d. Der Hilfsatz wird noch gelten, wenn die 
Anzahl der Polynome R bzw. S beliebig groß ausfällt. Bei Schönemann 
sind keine Unbestimmten i,, t,,...., f, vorhanden, in diesem Falle besteht noch 
der folgende Satz*): Ein einfaches, nach dem Modul p° irreduzibles 
Polynom ist nach dem Modul p entweder irreduzibel oder die Potenz eines 
irreduziblen Polynoms. Im allgemeinen Falle ist dieser Satz nicht richtig, 
das Polynom 
Gt) —h)a tk) Hp; 

ist, wie man sich leicht überzeugt, nach dem Modul 9° irreduzibel, trotz- 
dem die Polynome x —t,x—t, nach dem Modul » relativ prim gegenein- 
ander ausfallen. 

4) Kehren wir zur Fundamentalgleichung zurück. Es sei eine be- 
liebige Zerfällung in Primfaktoren nach dem Modul p»: 


*, A. a. 0. $59. Zum Beweise wendet Schönemann das Resultat von $ 58 
an. Man kann den Satz auch unabhängig beweisen. 


12* 
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’ 


(4) Fizzt,i...4%)=Pi(last, ta...,10).... Ple(&; tt, ta..., 2) (mod. p) 


und es soll 
(4*.) F-Pr...Pe=p»pN (z;t,1tu...,8,) 
gesetzt werden. 


Da der größte gemeinsame Teiler von p und der Form P, (T;t,,t,,... , ,) 
das Primideal p, ist, so folgt aus der Theorie der Fundamentalgleichung 


(5.) N(zjtuta...,1) 3= 0 (mod. 9, P (z;tı,ta..., )): 

vorausgesetzt, daß 
„>| 

ausfällt. Nun sei S (2; £,, fa,...,,) ein einfaches, nach dem Modul 9“ irre- 
duzibles Polynom, welches F (x; t,,t,...,2,) (mod. p*), «>1 teilt. Wir 
werden zeigen, daß aus der Annahme 

(6) Slaztıta...,2) = 0 (mod. p, P (z;t,,1g,...,t,)) 
die Relation 

(6*.) S(z; tuta...,2,) = 0 (mod. p, Pfi (x; t,, t.,..., t,)) 


folgt. Wäre dem nicht so, dann würden — weil die Zerfällungen (mod. 7) 
eindeutig sind — Relationen von der Gestalt 


9 = Iu + 9 9u > 0, ge >, 
F (a; tt...) = (Ph 9, +pH,)(P% #%,+ pH,) (mod. p*) 
bestehen, woraus 
F (&; t, t,,...,t,) = 0 (mod. p*, P,), 
pN (2; t,,ta,...,1,) = 0 (mod. 9%, P), N (z;t, t,,..., t,) = (mod. p, P;) 
folgen im Widerspruche mit der Tatsache (5.). 

5) Zum Beweise der Behauptungen (II.) und (II*.) ist nur zu 
zeigen, daß eine gewisse Zerfällung von der Gestalt (II.) mit den Eigen- 
schaften (II*.) existiert. Es sei nämlich V (x;t,, t,,...,t,) ein einfaches, 
nach dem Modul »* irreduzibles Polynom, welches in einer beliebigen Zer- 
fällung (mod. p°) auftritt. Nach dem Vorhergehenden ist V (mod. p) ent- 
weder mit einer Potenz P% oder mit dem Produkte von mehreren 
P«, Pia,... kongruent. Die zweite Möglichkeit kann nach dem Hilfsatze 
nicht eintreten, es bleibt nur die erste. Der Eindeutigkeits-Beweis der 
Zerfällung wird wieder durch den Hilfsatz geleistet. 
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6) Aus den Untersuchungen von Landsberg*) kann leicht die Existenz 
der gesuchten Zerfällung gefolgert werden. Es soll im Galoisschen Körper 
G von K die Zerfällung 


p = (Pı Pr: 9.) 


statthaben, wo 9, verschiedene Primideale f;-ten Grades bedeuten. Wenn 
H die Zerlegungsgruppe einer der Primfaktoren 9% ist, dann wird im Zer- 
legungskörper **) 


Fast... a)... last, ta... 6) 


ausfallen, wo Q@; einfache, im Zerlegungskörper irreduzible Polynome sind, 
deren numerische Koeffizienten ganze Zahlen desselben Körpers bilden. 


Nun ist nach H. Hubert 
Pe pa, p Be P°, (pP; a) =|1, 


wo p ein Primideal ersten Grades des Zerlegungskörpers bildet. Wenn 
daher w eine beliebige ganze Zahl desselben Körpers ist, besteht die Kon- 
gruenz 


w= R,(mod. p“), « beliebig, 


wo R, eine von « abhängige rationale ganze Zahl bedeutet. Infolgedessen 
wird für «&>1 die Kongruenz 


Fiast,t,:..,6) m Qu (Bi ps base oo 5 Bade nne Aa (85 br da << » , 4.) (mod. 9°) 
gelten; die Polynome auf der rechten Seite sind einfach, ganzzahlig und 
irreduzibel nach dem Modul »*, weil 


Qu = Q; (mod. p®) 
((e1,8,....%) 


und nach Landsberg ***) 
Q; = Pi: (mod. p) 


((ie1,2,...,%) 
ausfallen. Es ist noch?) 


*) Über Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. Dieses Journal Bd. 132, S. 1. 
*) A. a. O. Gleichung (25.). 
**), A, a. O. Gleichung (34.). 
?) Das Resultat folgt auch aus dem Punkte 5), weil der Grad von @;a gleich 
fi % ist. 
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Qi. = Pi (mod. p). 


(im1,2,...,%) 
7) Aus (ll) und (II*.) folgt, daß Q,, nach dem Modul 9°, für 
den Fall 9,= 1 sogar schon nach » irreduzibel ist. Da noch 


ar = Q,. (mod. pP) 
ausfällt, wird 
F,= Pi + (Qi — Pt) EL; (ds — Qu) 1 
eine Form mit rationalen p-adischen Koeffizienten sein, und im Körper 
der p-adischen Zahlen besteht die Relation | 


F=F,F....F, (p). 


Nun zerfällt aber nach einem Satze von K. Hensel*) F in diesem Körper 
in genau %k irreduzible Faktoren, daher müssen die F, gerade die irredu- 
ziblen Faktoren von F sein. Unser Resultat kann also in der folgenden 
Weise ausgesprochen werden: Zerlegen wir F im Körper der p-adischen 
Zahlen in einfache und irreduzible Faktoren und bezeichnen die « — 1-ten 
Näherungswerte der Faktoren mit 


Qı. ar ne ro, 


so sind dies für «>1 nach dem Modul »* einfache und ıirreduzible 
Formen, und 


F= Or Qu .. Qr. (mod. p*) 
ist die einzige Zerfällung in einfache und nach dem Modul »“* irreduzible 


Faktoren. Ich verdanke diese Formulierung meines Satzes Herrn Kürschäk. 
8) Nun sei w eine ganze Zahl des Körpers X, welche der irredu- 
ziblen Gleichung 
I@)="+a0""+.-+a,=0;a, rat. ganze Zahl, 
genügt. Ihre Diskriminante D ist mit der Körperdiskriminante d durch 
eine Relation 
D = dt’ 


verbunden. Wenn ? relativ prim gegen die Primzahl p ausfällt, besteht 
inbezug auf /(x) (mod.p*) ein Satz, welcher analog zu (IT.) ist. Man 


*) Theorie der algebraischen Zahlen. Bd. 1, S. 268. 
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kann jedoch diesen Satz ohne Anwendung der Landsbergschen Untersu- 
chungen beweisen *). 


82. 


1) Das Polynom der n-ten primitiven Kreisteilungsgleichung soll 
durch F,„(z) bezeichnet werden. Aus dem Vorhergehenden folgt, daß 
F,(<) nach dem Modul 9° in eindeutiger Weise als ein Produkt von ein- 
fachen irreduziblen Polynomen darstellbar ist; wir wollen dieses Resultat 
auch ohne Anwendung der Idealtheorie begründen. 

2) Für den Fall (n,p) = 1 folgt dies leicht aus den Schönemann- 
schen Untersuchungen. Nun sei n= p’m, (m, p)=1; dann besteht eine 
Zerfällung **). 

F, (2) = O2” («) ... Q%°” (x) (mod. p), 
wo die voneinander verschiedenen einfachen und (mod. p) irreduziblen 


Polynome @, so gewählt werden können, daß die Relationen 
(1.) F„(2) = Q: («) @; (x) (mod. p°) 


({=1,2,...,e) 
gelten. Wir wollen zeigen, daß, wenn das einfache und (mod. »°), « >1, 
irreduzible Polynom R (x) in einer gewissen Zerfällung von F, (x) (mod. »*) 
auftritt, ein Index : vorhanden ist, für welchen 


(2.) R (2) = 04°” (x) (mod. p) 
ausfällt; hierdurch wird sich die Richtigkeit unserer Behauptung ergeben. 
Es ist 

R (x) = 0% (x) (mod. p), 7<g (p}); 
wäre <Zg(p”), dann würden Relationen von der Gestalt 
ye)entywa > a>0, 
P* (2) = (Q%(@) #, (x) + pHı (2) (Q(@) 9 () + pH, (z)) (mod. p*) 

gelten, woraus 

(3.) F, (2) = 0; (2) K; (x) (mod. p*) 
folgt. Diese Formel steht jedoch, da auf Grund der Identität 


*) Zur Theorie der höheren Kongruenzen. A. a. 0. 
**) Die Primzahl 9 gehört (mod. m) zum Exponenten f, und es ist ef=g (n), 
wo ydas bekannte Eulersche Zeichen bedeutet. 
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Pu 
a . (amp?! _— 1) f (2) F p 
die Polynome F, (x), F,„ (x) (mod. p?) keinen gemeinsamen Teiler besitzen 
können, im Widerspruche mit der Tatsache (1.). 

Aus dem Resultate ist zu ersehen: Das Polynom F,(xz) ist dann 
und nur dann nicht nach jedem Modul 9° reduzibel, wenn die Zahl n die 
Gestalt 

n=p”m, (m,p) =1, p eine Primzahl, 
aufweist, wo p eine primitive Wurzel (mod. m) ist. (Ist m =1, dann wird 
jede Zahl als primitive Wurzel gelten.) 
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Über ganzwertige Polynome in algebraischen Zahl- 
körpern. 


Von Herrn @eorg Pölya in Zürich. 





1. Man nennt das Polynom 
(1.) Pe) =," +2" "'+ee +0, 
ganzzahlig im Körper X, wenn die Koeffizienten «,, @,,... &, ganze Zahlen 
von K sind. Man nenne ein Polynom P(x) ganzwertig im Körper K, 
wenn für jede ganze Zahl $ von X der Wert P(£) eine ganze Zahl von 
K wird. Ist das Polynom (1.) ganzwertig im Körper K, so müssen er- 
sichtlicherweise sämtliche Koeffizienten «,, @,,...«„ im Körper K liegen. 
Aber sie brauchen nicht alle ganze Zahlen zu sein, d. h. es gibt ganzwertige 
Polynome, die nicht ganzzahlig sind. So sind z. B. die Polynome 


zs(@—-1) z(@-1) (+V/A)e(e-1) 
u ° ‘+1 2 








ganzwertige Polynome bzw. in den Körpern X (1), K(i), K(V— 5). Be- 
merken wir noch, daß das ersterwähnte Polynom weder in Ä(?) noch in 
K(V— 5) ganzwertig ist, da es für = bezw. für 2=1+V-—5 keinen 
ganzzahligen Wert annimmt. 

Es gibt Körper K, in denen eine unendliche Folge von ganzwer- 


tigen Polynomen 
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(2.) F,(z), F,(z), F,(z), ... F.(8),--- 
mit folgenden beiden Eigenschaften existiert: 

1) Der Grad von F,(x) ist m. 

2) Jedes ganzwertige Polynom m-ten Grades P(x) von K läßt sich 
in die Form 

P(@)=ßF,(a) + ß Fu_,ı(®) + + B® Fu (a) 
setzen, wo f, ß’, ß",... 9" ganze Zahlen von K sind. 

Existiert in X eine Folge (2.) mit den genannten zwei Eigen- 
schaften, so werde ich sagen, daß es in K eine reguläre Basis der ganz- 
wertigen Polynome gibt. So gibt es z. B., wie bekannt, im rationalen Körper 
K (1) eine reguläre Basis der ganzwertigen Polynome. Am einfachsten 
wählt man für das m-te Basispolynom 

F,(2) = hy _2e-1) @-23)...@-m+ 1) 


Mm m! 

Ich werde beweisen, daß in jedem Körper von der Klassenzahl Eins 
die ganzwertigen Polynome eine reguläre Basis besitzen (Satz II). Mit Hilie 
eines Satzes über Kongruenzen (Satz IV) kann man diese Basis tatsächlich 
aufstellen. 

Es gibt Körper, deren Klassenzahl größer ist als 1, und in denen 
dennoch eine reguläre Basis der ganzwertigen Polynome existiert. An welche 
Bedingungen die Existenz einer solchen Basis gebunden ist, gelang mir im all- 
gemeinen Falle nicht vollständig aufzuklären, nur für quadratische 
Körper. In quadratischen Körpern existiert die reguläre Basis oder nicht, 
jenachdem die Ideualteler der Grundzahl sämtlich Hauptideale sind oder 
nicht (Satz V). 

Die Fragestellung dieser Arbeit ist mir von Herrn A. Hurwitz 
schon vor längerer Zeit mitgeteilt worden. Nachdem ich die einfachen 
Tatsachen bemerkt hatte, die in vorliegender Arbeit unter 2 auseinandergesetzt 
werden, konnte die Untersuchung rasch fortschreiten, dank der vielfachen 
Anregung, die mir seitens des Herrn Problemstellers zuteil wurde.‘ Es 
rührt auch manche Bemerkung im nachfolgenden Text von Herrn Hur- 
witz her. 

2. Es sei das Polynom P(z) vom Grade m. Setzen wir in ge- 
wohnter Bezeichnung 
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(3.) #P(0)=Pw)—-([)Pr—1) +(5)Pw—2)—-.+(—- 1) P(0), 


so ist bekanntlich 
P (x) = P(0) + (7) 4P(0) +(5) 4° P(0) + ++ („)4” P (0) 


4” P(0) 
= -. —— + ... 
Ist das Polynom P(z) ganzwertig im Körper X, so sind die Zahlen 
(3.) sämtlich ganze Zahlen von X, und insbesondere muß der höchste 
Koeffizient von P(z), d. h. der Koeffizient von x”, der Quotient einer 
ganzen Zahl von X und der rationalen ganzen Zahl m! sein. 


Es seien 


.„....„.»„”„.....:.."ee6 ne oe eo 0» 


sämtliche ganzwertigen Polynome m-ten Grades im Körper K. Dann 
bilden die Zahlen 

(4.) 0, 0%, Gyr. 
die Gesamtheit der Zahlen eines gewissen Ideals von K. 

In der Tat, wenn «,, «,,.--«, irgendwelche Zahlen der Gesamtheit 
(4.) und A, A... A, irgendwelche ganzen Zahlen des Körpers K bedeuten, 
so gehört 
„ati, t ++ h,c, 

auch zur Gesamtheit (4.), da das Polynom 


1, P, (x) +4, P,(@) + +4,P,(e) = unryet + har "te 


offenbar ganzwertig ist. 

Es heiße a, das Ideal von X, dessen sämtliche Zahlen unter (4.) 
stehen. (Der Index m nimmt Rücksicht auf die betrachtete Gradzahl m.) 
Es besteht der 

SatzI. Daß im Körper K eine reguläre Basis der ganzwertigen 
Polynome existiere, dafür ist notwendig und hinreichend, daß sämtliche 
Ideale 





13* 
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00 A Aa, Ayıe 
Hauptideale sind. 

Da die Polynome 1 und x ganzwertig sind, ist in irgendeinem 
Körper %=4,= (1). — Um Satz I zu beweisen, muß man zweierlei 
zeigen. 

1) Es existiere im Körper K eine reguläre Basis 


(2.) F,(&), F,(&),... Fu(@).... 


der ganzwertigen Polynome. Das ganzwertige Polynom F,„(x) ist vom 
m-ten Grade, und daher ist 


F (%) zu = u ..., 


wo die ganze Zahl « dem Ideal a, angehört. Irgendein ganzwertiges Poly- 
nom m-ten Grades P;(x) läßt sich in der Form 


F&@)=PFRA)+R Fa) te 
darstellen, wo ß,’,... ganze Zahlen sind. Daraus gewinnt man durch 
Vergleichung der höchsten Koeffizienten 


d. h. daß irgendeine Zahl der Gesamtheit (4.) ein Multiplum von « ist, 
w.z.b. w. 
2) Es sei nun umgekehrt angenommen, daß alle Ideale 
u ee 


Hauptideale sind. Es sei ferner angenommen, gemäß dem Prinzip der 
vollständigen Induktion, daß alle ganzwertigen Polynome vom Höchst- 
grade m— 1 sich aus m ganzwertigen Polynomen 


F,(@), Fı(@), Fa (@),... Fn-ı (2) 
linear zusammensetzen lassen, mit ganzzahligen, im Körper Ä liegenden 
Koeffizienten. Dabei soll » der Grad von F, (x) sein (v = 0,1, 2,...m —l). 
Nach unserer Annahme ist a„ ein Hauptideal 
in = (e). 
Da « selbst eine von O0 verschiedene Zahl des Ideals a, ist, gibt es ganz- 


wertige Polynome vom Grade m, deren höchster Koeffizient — ist. Nennen 
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wir eins dieser Polynome F,, (x). 
Da 
Yo P &, 
wo ß eine ganze Zahl ist, wird 
P(2) — PFn(®) 

ein ganzwertiges Polynom m—1-ten Grades und kann als solches, nach 
Annahme der vollständigen Induktion, aus F,(z), F,(z),... F„_ı (x) linear 
mit ganzzahligen Koeffizienten zusammengesetzt werden, w. z. b. w. 

Aus Satz I folgt unmittelbar der 

Satz II. In jedem Körper von der Klassenzahl Eins besitzen die 
ganzwertigen Polynome eine reguläre Basıs. 

Wir werden später (unter 6) sehen, daß es Körper gibt, deren 
Klassenzahl größer als Eins ist, und in welchen dennoch eine reguläre 
Basis der ganzwertigen Polynome existiert. —- 

Durch Beachtung gewisser in der Gesamtheit (4.) vorkommenden 
Zahlen können wir über die Struktur des höchsten Koeffizienten von 
F„(x) Näheres erfahren. Da 


ein ganzwertiges Polynom ist, ist m! auch eine Zahl des Ideals a,. Es 
ist a„ ım Falle einer regulären Basis ein Hauptideal 


m = (0). 
Folglich ist « ein Teiler von m! 


und es ist 


wo M,„ eine gewisse ganze Zahl von K ist. 


Das Polynom 
am 


% Fn-ı (2) = M._, ++.“ 


ist ein ganzwertiges Polynom m-ten Grades und kann daher durch 
F,(z), F,(x),... F,„(x) linear, mit ganzzahligen Koeffizienten ausgedrückt 


werden. Es sei 











@. Pölya, Ganzwertige Polynome in algebrasschen Zahlkörpern. 


z F„_ı (2) = un Fun(2) +. 
Durch Vergleichung des höchsten Koeffizienten gewinnt man daraus die 
Gleichung 
(5.) M,„ = Um Mn—ı- 

Wiederholt man diesen Schluß für alle Gradzahlen, so sieht man 
dies ein: Wenn es im Körper K eine reguläre Basis der ganzwertigen 
Polynome gibt, so gibt es darin eine bis auf Einheitsfaktoren eindeutig 
bestimmte Folge von ganzen Zahlen 


U, Ma, Mg... Umers, 
so daß der höchste Koeffizient des m-ten Basispolynoms F, (x) 
1 
Uıl2 Us’ * Um 
wird. Und umgekehrt, jedes ganzwertige Polynom m-ten Grades, das 
diese Zahl zum höchsten Koeffizienten hat, kann die Rolle des m-ten 
Basispolynoms übernehmen. 

Die Betrachtung der Ideale a,, @,, @2,... 4, ... gibt uns auch im allge- 
meinen Falle, wo keine reguläre Basis der ganzwertigen Polynome existiert, 
Aufschluß über die Beschaffenheit dieser Polynome. Es besteht nämlich 
der 





Satz III. In irgendeinem algebraischen Zahlkörper K besitzen die 
ganzwertigen Polynome eine reguläre oder eine irreguläre Basis. Eine Basis 
der letzteren Art besteht aus einer unendlichen Folge von ganzwertigen Poly- 
nomen 


(6.) (2), GL (2) ler)... @u(2)--. 
wo @„(x) vom Grade m ist, und aus gewissen Potenzen von x 
(7.) u 


mit natürlichen ganzen Zahlen m,, Ms, M;,... als Exponenten, wobei die 
Polynome (6.) und (7.) so beschaffen sind, daß irgendein ganzwertiges Poly- 
nom von K sich durch sie linear darstellen läßt, mit ganzzahligen in K lie- 
genden Koeffizienten. 

Die Zahl m! liegt, wie gesagt, im Ideale a,„. Daher läßt sich a,, 
nach einem fundamentalen Satze der Idealtheorie, in der Form 


4. = (ml, «) 
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darstellen, wo « eine passend gewählte Zahl von a, bezeichnet. Von 
dieser Bemerkung ausgehend, läßt sich Satz III durch eine ähnliche voll- 
ständige Induktion erschließen, wie der zweite Teil des Satzes II. 

Die Bedeutung der in (7.) auftretenden Zahlen m,, m, M;,... ist 

also die: die Ideale 

(8.) ie 
sind keine Hauptideale, aber irgendein Ideal a,, das in (8.) nicht auftritt, 
ist ein Hauptideal. 

3. Die weitere Verfolgung des Gegenstandes führt zu gewissen 
Fragen über Kongruenzen, die vielleicht auch an und für sich einiges 
Interesse beanspruchen können. Es sei P(x) ein ganzzahliges Polynom 
und i ein Ideal des Körpers K. Ich sage von der Kongruenz 

(9.) P(&)=0, (ti), 
daß sie „stets erfüllt“ ist, wenn sie für jede dem Körper K angehörige 
ganze Zahl 5 erfüllt ist. Um zu entscheiden, ob die Kongruenz (9.) stets 
erfüllt ist oder nicht, genügt es, N (i) verschiedene passend gewählte Werte 
von & zu untersuchen. 

Es sei p ein Primideal und P(z) ein ganzzahliges Polynom m-ten 
Grades im Körper K. Es sollen nicht alle Koeffizienten des Polynoms 
P(x) durch p teilbar sein. Es fragt sich, was die höchste Potenz von p 
ist, durch welche P (x) stets teilbar sein kann. Von dieser Frage handelt 
der 

Satz IV. Wenn nicht alle Koeffizienten des Polynoms m-ten Grades 
P (x) durch das Primideal p teilbar sind, und wenn die Kongruenz 


(10.) P(&)=0, (p*) 
stets erfüllt ist, so ist 
a) << [etet-le 
wobei 
N=N6) 


die Norm von p bedeutet. 
Die auf der rechten Seite der Ungleichung (11.) stehende unendliche 
Reihe mit ganzzahligen Gliedern hat nur k von O0 verschiedene Glieder, 
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wenn 
- [1er] 
log N 
bedeutet, d. h. wenn die Ungleichungen 
N* < m ei N*+1 


bestehen. Es ist nützlich, die Abkürzung 


m m m 


v+ la] + Inl+ wem 


Es kann übrigens wirklich vorkommen, daß in (11.) das Zeichen 
= am Platze ist. Ich schreite zur Konstruktion von solchen Polynomen 
P (x), für welche dieser extreme Fall erreicht ist. 

Es sei @, 01 03--.Oy_ı ein vollständiges Restsystem für das 
Primideal p und es sei rn eine Zahl, die dem Ideal p angehört, jedoch p* nicht 
angehört. Ich konstruiere eine unendliche Folge von Zahlen 


einzuführen. 


Oo; 0; Ü&e, ... Om; ... 


durch folgende Vorschrift: man soll die Zahl m in dem Zahlensystem mit 
der Basis N aufschreiben 
m=o+a4N+@%N?+..+0N*”, 
wo also 
0<e,<N—1l. 
Dann ist 
= to, 2A +0,” tet, TV. 
Ich will die Eigenschaften der so definierten Zahlen «,, &,... Km... IN 
mehreren Schritten entwickeln. 
1) In der Differenz «,— «, geht das Primideal p zu derselben 
Potenz auf, wie die Zahl N in der Differenz m — n.* 
Ich behaupte also m. a. W., daß die beiden Relationen 
lm — == 0, (p*) 
En — a, == 0, (p°*') 


dann und nur dann bestehen, wenn die beiden Relationen 


(12.) 


E = (), (N*) 


(13.) m—n =. 0, (Ne +!) 


bestehen. 








Basis N aufgeschrieben 
m=o+aN +... +c,_,N''"+cN' + 


In der Tat, (13.) bedeutet, daß m und n im Zahlensystem mit der 
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RR 


n=%+c4N +::+0_N"'+c0,N' +... 


werden, wo 
50. 


Also ist 


On 0, = (0, —Pe,) n“ + ERS 


woraus die beiden Relationen (12.) folgen. Ebenso folgen aus (12.) die 


beiden Relationen (13.) 


2) Die höchste Potenz von p, die in dem Produkte 


(Am, — %&n,) (Am, — 0) °°* (dm, — @,,) 
aufgeht, kann durch die Betrachtung der Differenzen 
M— N, My — NM — N, 
ermittelt werden. 
Denn ist für v =1,2,...%k 
m,—n, = 0, (N*) 
u —n, =|= 0, (N%+}), 


TE 


so ist 
(Am, — &n,) (Cm, — &n,) *** (Am, — 0) = 0, (pe t® 
(a. — 0) (0, —@,) (on, dh &n,) Js 0, (putet tat), 
3) Die Zahlen 
(14.) u rn eh 


bilden ein vollständiges Restsystem für das Ideal p“. 
Die Anzahl der Zahlen (14.) ist 


N" = N(p*). 
Es genügt zu zeigen: wenn 
(15.) 0<m<N, 0<n<N, mshı, 
so ist 
m — a, =j= 0, (Pf). 


Dies ist aber richtig kraft 1), denn aus den Bedingungen (15.) folgt 


m—n =# 0, (N*®). — 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 
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Ich bilde nun mit Hilfe der Zahlen «, &,... &... gewisse Poly- 
nome 
Im (2) = (8 — 0) (U — &1)...(2— @n_,) 
(m = 1,2,3,....), 
deren Eigenschaften ich weiter untersuchen will. Ich setze noch zur Er- 
gänzung 


fo(2) = 1. 


(fm (&,) = 0, (p?”) 
Um (&n) 3 0, (pr w+h), 
In der Tat, man hat 


4) Es ist 


I (&) - (@,, 3 &) (Om Si eı) ne (Om Ten Om—ı)- 
Man betrachte, gemäß 2), die Differenzen 


(16.) m —0, m —1,m—2,...m— (m—1]). 


Unter den Zahlen (16.) sind || Zahlen durch N” teilbar und |".;| 


Zahlen durch N’*! teilbar. Die Anzahl derjenigen unter den Zahlen (16.), 
die durch N’, aber durch keine höhere Potenz von N teilbar sind, ist 


also 
#l-Iwrl 


Auf Grund von 2) hat also die höchste in /„(«,„) aufgehende Potenz von 
p den Exponenten 


(rl + ee + + 


[+ [@]+Inl+-- 





= v(m), 
w.z.b. w. 
5) Ist & irgendeine ganze Zahl des Körpers X, so ist 
(17.) m(&) = 0, (p?”). 


Es gibt, nach 3), eine Zahl «,, so daß 
E us (pr), 
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m (8) = Im(e,) = (a, — %) (du — &) ++. (&u — &m_.1), (P? 9). 
It w<m-—]1, so ist (17.) sicherlich richtig. Ist hingegen u > m, so 
betrachte man die Differenzen 
(18.) u—0,u—1,u—2,...u.—(m—|1). 
Unter den Zahlen (18.) sind 


#-[* 


Zahlen, die durch N’ teilbar sind. Die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 
(18.), die durch N’, aber durch keine höhere Potenz von N teilbar sind, 


ist also genau (f“]- zahl, -[F ]) 


Auf Grund von 2) hat also die höchste in /„(«,) aufgehende Potenz von 
p den Exponenten 


>, -)-(el-B)- Ze) 


v1 


Um die Behauptung 5) zu beweisen, muß man also nur 


2 (#-(F)>rm 


dartun. Diese Ungleichung ist aber gleichbedeutend mit der offenbar 
richtigen Ungleichung 


2 >27 + BR) 


y=]1 





Hiermit ist 5) bewiesen, d. h. es ist bewiesen, daß die Kongruenz 


fm(5) = 0, (p?”) 
stets erfüllt ist. 4) besagt hingegen, daß die Kongruenz 


1m (5) = 0, (pP +) 


nicht stets erfüllt ist. Zusammenfassend können wir sagen, daß wir Satz 
IV für das spezielle Polynom /„(x) bewiesen haben, und zugleich zeigten, 
daß die durch Satz IV gegebene obere Schranke w(m) nicht erniedrigt 
werden kann. Denn für das spezielle Polynom P(z) = f„(z) wird in Un- 
gleichung (11.) der Fall der Gleichheit erreicht. 

Das Gefundene öffnet aber auch den Weg zum Beweise des vollen 


Satzes IV. 
14* 
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6) Jedes ganzzahlige Polynom m-ten Grades 


(19.) Pa)=Aht+Pıat + Pne" 
des Körpers K ist in der Form 
(20.) P(&) =Yhle) + rı hl) + + Ym m) 


darstellbar, wo Y9 Yır---Ym ganze Zahlen von X sind. Sind die Zahlen 
Bo Pis---Am nicht sämtlich durch p teilbar, so können auch die Zahlen 
Yo» Yır-+-Ym nicht sämtlich durch p teilbar werden. 

Daß jedes ganzzahlige Polynom in der Form (20.) dargestellt werden 
kann, ergibt sich durch eine geläufige Schlußweise (vgl. den zweiten Teil 
des Beweises für Satz I). Insbesondere ergibt sich, daß die Polynome 
1,2, x°,...x” durch eine unimodulare ganzzahlige Substitution mit den Po- 
lynomen f,(z), fı(z), fe(®),.../„(x) verbunden sind. Es ist 


Di ze ae 


1 
(21.) (1,2,,...2") = fd. du 1 ..0% (hl), la), Aal2),--- Falz)). 








Öyo On Oma.» 1] 
Die Zahlen Ay, Pı,--- dm sind also mit den Zahlen y,,Y,-..7„ durch die 
zu (21.) kontragrediente unimodulare Substitution 


(10,0 dgo +. Oo 
O10,...d 


mi 


(Yo Yır Ya»: Ym) = 10 0 1 (Bo Pi Pas --- Pu) 


000 1 


verbunden. Daher sind die beiden Ideale (z,, Yı, Ys,--: Ym) und (Au, Pi, Bas: -- Pm) 
identisch, und weil p kein Teiler des Ideals 
(Bo Pi; Pa «-- PB) AR (Yo» Yun Yar +» Ym) 
ist, kann es auch nicht in allen Zahlen y,, 71; Y»:-- 7m aufgehen, w.z. b. w. 
Jetzt haben wir alle Mittel zum Beweise des Satzes IV beisammen. 
Ich führe den Beweis indirekt, indem ich im Gegensatze zu der Be- 
hauptung des Satzes IV annehme, daß die Kongruenz 
(22) Po)=yhAdtnAdttNnhi)t + /minlE) = 0, (P°) 
stets erfüllt ist, und zugleich 
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Ys |: 0, (p) 
und 
a>w (m). 


Nach der zu widerlegenden Voraussetzung gibt es in der Formel (22.) 
Koeffizienten y, von der Eigenschaft 


(23.) y, =. 0, (p9). 
So hat z. B. der Index »=s die durch (23.) geforderte Eigenschaft, da 
a—y()=a—y(m) +y(m)— y(s)>a— y(m) >0 
und folglich 
y. =|= 0, (p 99) 


ist. Unter allen Indizes v, die (23.) genügen, sei v =t der kleinste, d.h. 
der Index £ hat die Eigenschaft 


Yy=0,(pr9),y=0,(pr9).. 4, = 0, (rer), 
aber 


(24.) Yu 0, (p-v0). 
Setzen wir in der angeblich stets erfüllten Kongruenz (22.) & = «, 


Nach der Struktur der Polynome f,(x) und unter Hinzuziehung von 5) 
erhält man nacheinander 





0=yYhla)+t + +YN-ık-ıle) +rYchle) ++ Ym fm (&) 
= hl) ++ + -ık-ıla) + Ye) '(p*), 
= 7, f(a,) 
woraus nach 4) folgen würde 
yen 0, hl 


im Widerspruch zu (24.). 

Der Widerspruch löst sich nur dann, wenn man die Richtigkeit 
von Satz IV zugibt. 

4. Man nennt ein ganzzahliges Polynom P(z) des Körpers K 
„primitiv“ oder „vom Inhalt 1“, wenn es im Körper K kein Primideal 
gibt, das sämtliche Koeffizienten von P(x) teilt. Ist das primitive Po- 
lynom P(z) vom Grade m und ist die Kongruenz 


P()= 0, (i) 
stets erfüllt, so kann das Ideal i nicht beliebig sein. 
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Seien nämlich 
Pı> Pa» Pa> -»- 
sämtliche Primideale des Körpers X, nach wachsenden Normen geordnet, 


es seien 


N A Base 
ihre Normen, und man setze 


mM m m f 
a, == 7) 2. [| -F 4 + ... (= 1,2,3,...) 


so ıst das Ideal i notwendigerweise ein Teiler des Ideals 


Dies folgt unmittelbar aus Satz IV. 
Umgekehrt: es kann ein primitives Polynom m-ten Grades, oder 


genauer, ein Polynom mit dem höchsten Koeffizienten 1 konstruiert werden, 
das stets durch das Ideal u pfi teilbar ist. 


In der Tat, es seien 


Pı> Par Par.» » Pı 
sämtliche Primideale von K, deren Norm m nicht übersteigt. Kraft des 


unter 3. Gesagten lassen sich / ganzzahlige Polynome H, (x), H,(x),... A, (x) 
bestimmen, die alle den höchsten Koeffizienten 1 haben und alle in m 
Linearfaktoren zerfallen, so daß die Kongruenzen 

H, (5) a 0, (pi!) 

H,(5) = 0, (p2?) 

H,(5) = 0, (pi) 
stets erfüllt sind. Durch Auflösung m linearer Kongruenzen von der 


Form 


läßt sich ein Polynom 
H (2) = («— Po) (a — Ph)... (a Pm-ı) 


bestimmen, so daß identisch in x die Kongruenzen 
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H (x) = H;(e), (Pf) 
((=1,2,38,...)) 
bestehen. Daher ist die Kongruenz 


H($) = 0, (pp? ... Pf) 
stets erfüllt, was gezeigt werden sollte, 

5. Ich will unter gegenwärtiger Nummer nur Körper von der 
Klassenzahl 1 betrachten, d. h. nur solche Körper, in denen eindeutige 
Zerlegbarkeit der Zahlen herrscht. 

Es seien die Koeffizienten des Polynoms 


= ßo Bı Ps | ge Pin 
Zahlen des Körpers K. Genauer, 9, ++. Am Dos Dis +: m Seien ganze 
Zahlen von K, und es sei 


(25.) («,„ß)=]1 


(v=0,1,2,...m) 
angenommen. Es kann sicherlich 


P(x) = : (Yor” + yıa" {+ er Yu) 


gesetzt werden, wo das Polynom 7,2” +y,2""'"+.++-+ y,„ primitiv ist, 
(25.) (a, ß)=1 
und $ durch jede der Zahlen /,, Pı;... 9,” teilbar ist. Letzteres geht aus 
den Gleichungen 
Be,=ay,ß, 
hervor. 

Ist eine der Zahlen «,, &,,... «„ eine Einheit, ist etwa, der Be- 
stimmtheit halber, «,= 1, so muß auch « eine Einheit sein. Dies folgt 
aus 

P=ayP, =, (e) 
im Verein mit (25). — 

Wir können nun ein m-tes Basispolynom und die unter 2. erwähnte 
verallgemeinerte Fakultät wu, us... ı,„ in irgendeinem Körper von der 
Klassenzahl 1 aufbauen. 

Seien 


(74), (3), (71; ), ... 
sämtliche Primideale von X, nach wachsenden Normen geordnet, es seien 
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bzw. 
N, N,, N... 
ihre Normen, und es sei 


Es sei 
N <N,<.<N<m<Nipzı 
Ich behaupte, daß 
(26.) la 8 EEE NET, 
wo & eine Einheit bedeutet. 
Denn einerseits kann das m-te Basispolynom in die Form 
Fu(@) = — A 
HM, Ha... Um ß 
gesetzt werden, wo, wie eben gezeigt wurde, 4a” +y,2@""'++..+7y, 
ein primitives Polynom und 8 ein Multiplum von u, 42... u„ ist. Daß 
F,„(x) ganzwertig ist, bedeutet nur, daß die Kongruenz 


VI u 21 u a A) 
stets erfüllt ist. Umsomehr ist die Kongruenz 


Y8” + yıE"' + .+y,=0, (u Hg... 4) 

stets erfüllt, und da an der linken Seite dieser Kongruenz ein primitives 
Polynom steht, muß nach Satz IV (vgl. unter 4.) w, 4... u„ ein Teiler 
von nt nz... sein. 

Andererseits können wir auf die unter 4. auseinandergesetzte Weise 
ein ganzzahliges Polynom 

He) = («—Bı) (®- Rh) (2 Au) 
konstruieren, so daß das Polynom 
H(@) 
Ari FE 

ganzwertig wird. Letzteres Polynom ist durch das Fundamentalsystem 
der ganzwertigen Polynome darstelbar 


H(«) > u. 
nn PFnla)+ PB F‘ »(e)+ +, 


und es folgt durch Vergleichung der höchsten Koeffizienten 
1 ß 




















» 


Pr = 
nern Bar Mm 
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d. h. daß ny'nz...nz' ein Teiler von u, uz... uw, ist. Damit ist (26.) voll 
bewiesen. 

Wir sehen zugleich, daß als m-tes Basispolynom ein Polynom von 
der Form 

H (x) 
M, Ug.». Um 

angenommen werden kann, wo das Polynom m-ten Grades H(xz) ganzzahlig 
ist, den höchsten Koeffizienten 1 hat und im Körper K in lauter Linearfak- 
toren zerfällt. Es folgt ferner, aus der Darstellung durch die Basispolynome, 
daß jedes ganzwertige Polynom m-ten Grades in Form eines Quotienten dar- 
gestellt werden kann, dessen Zähler ein ganzzahliges Polynom und dessen 
Nenner ein Teiler von u, tg *'- u. ist. Alle diese Sätze verallgemeinern 
wohlbekannte elementare Sätze der rationalen Zahlentheorie und sind 





vielleicht auch geeignet, diese geläufigen Tatsachen neu zu beleuchten. 

6. In quadratischen Körpern gelingt es völlig, die Bedingungen klar- 
zulegen, an welche die Existenz einer regulären Basis gebunden ist. Dies 
leistet der 


Satz V. Notwendig und hinreichend für die Existenz einer regu- 
lären Basis der ganzwertigen Polynome in einem quadratischen Körper K 
ist die Bedingung, daß sämtliche Idealfaktoren der Grundzahl von K Haupt- 
ideale sind. 

Die Bedingung ist also m. a. W. die, daß alle Primideale, die in 
der Grundzahl von Ä aufgehen, Hauptideale sind. — Ich gehe von den 
bekannten Tatsachen*) der Zerlegung der Primzahlen in quadratischen 
Körpern aus, und ich unterscheide zwei Fälle. 

1) Sind alle Primideale, die in der Grundzahl aufgehen, Hauptideale, 
so sind alle Primideale, die nicht Hauptideale sind, vom ersten Grade 
und paarweise konjugiert. D. h., ist p ein Primideal, das nicht Haupt- 
ideal ist, und p’ das konjugierte Primideal, so ist 


Np)=N(p)=p’=p 
eine rationale Primzahl. 





*) Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, S. 284, Satz 97. 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 15 
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Seien nun (r,), (rz),... alle Hauptprimideale, p, und p,, p, und 
pg,... alle Paare von konjugierten Primidealen, aber nicht Hauptideale, 
die in m! aufgehen, u. zw. sei 


(m!) = (n,)* (73)* ... (Pı 93’) (Pape’)” +. 
Es ist also m! durch N (p,)” teilbar. 
Auf Grund der Entwicklungen unter 3. und 4. bestimme man ein 
Polynom P(z), so daß 


P(£)= ($— Yo) (&—yı) (5 —yn-NY) =, (pı”" Pr pe °Pg”...) 
für jede ganze Zahl & des Körpers. Daher ist 
P(«) BErurE 
(PP a@epe Pe ml 
ein ganzwertiges Polynom. Das im Satz I auftretende Ideal a, ist also 
ein Teiler des Ideals (nf'n?...), folglich ein Hauptideal, was zuerst zu 
zeigen war. 
2) Ist p die kleinste in der Grundzahl aufgehende rationale Prim- 
zahl, die ein Produkt von Nichthauptidealen ist, so ist 


(P) Fr p, 
wo das Primideal p kein Hauptideal ist. 
Es ist 


g”"—t .. 





(p!) = pP? (n,)" (1,)* ... (pi dı’)” (Pape’)” ---; 

wo (7,), (7%z),... Hauptprimideale, p, und pj, Ps und p,... paarweise 
konjugierte Primideale, aber keine Hauptideale sind. In der Tat, die 
Primideale, die nicht Hauptideale und von kleinerer Norm als p sind, 
können in Paare von konjugierten verteilt werden. 

Man bestimme, gemäß den Entwicklungen unter 3. und 4., ein 
Polynom 

P(2) = (— y) ®— Yı)..- @®—-9%-ı): 

so daß die Kongruenz 


P(&) = 0, (p pi" pr" p2”p2”...) 
stets erfüllt ist. Seien « und £ zwei ganze Zahlen, die p erzeugen, 


(eo, P) =$, 


so sind die beiden Polynome 
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aP(x) RUE ... 











nr p ... 
p (PP) (Pa pz)P... p! ur, 
u Pa) Bi ß 9 2? ’ 
p(pı Pi) (papi)®.. — a 


ganzwertig. Das Ideal a, (vgl. Satz I) ist also ein Teiler von p (nf nz ...). 
Wäre a, kein Multiplum von p, so wäre a, ein Teiler von p—1!, und 
es würde ein ganzwertiges Polynom geben, dessen höchster Koeffizient 


p—1! 
p! 


ist. Da jedes ganzwertige Polynom p-ten Grades der Quotient 
eines ganzzahligen Polynoms und p! sein muß (vgl. unter 2), hätten wir 
ein ganzwertiges Polynom von der Form 

pr—1!r +, 14,072 +...+0, 

p! 
WO 0, &g,... a, ganze Zahlen sind. Also würde die Kongruenz 
p— 1! a5, +0, 0, (p}) 

stets erfüllt sein. Das ist aber unmöglich kraft des Satzes IV, da p—1! 
durch 9 nicht teilbar ist und 


oltlelt 15 -1<8 


So bleibt nur der Fall übrig, daß a, ein Multiplum von p, also 
von der Form 





’ 


,=pi 
ist, wo i ein Teiler von (n{:nz...), also ein Hauptideal ist. Folglich ist 
a, kein Hauptideal, w. z. b. w. 

Ich will noch, ohne auf den nun naheliegenden Beweis näher ein- 
zugehen, die Konstruktion der verallgemeinerten Fakultät u, u,... u, für 
die quadratischen Körper angeben, in denen eine reguläre Basis der ganz- 
wertigen Polynome existiert. Die Grundzahl des Körpers K heiße d. 
Ich bezeichne eine rationale Primzahl generell mit p bzw. mit g oder r, 
jenachdem sie der ersten bzw. der zweiten oder der dritten der drei Re- 


lationen 
d-. G-+. O--i 


genügt. Eine Primzahl p, d.h. ein Primfaktor der Grundzahl, ist das 
Quadrat eines Primideals, also in dem uns nun beschäftigenden Falle eines 
15* 
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Hauptideals 
(p) = (m)}. 
Lautet nun die Zerlegung der Zahl m in Primfaktoren 
Te DT ABEe ai 


so Ist 


| MREISCNEe „BERE D _ I0E 

Es folgt übrigens aus Satz V nach bekannten Sätzen über qua- 
dratische Körper*), daß, wenn eine reguläre Basis der ganzwertigen Poly- 
nome im quadratischen Körper K existiert, in der Grundzahl von K 
höchstens zwei verschiedene Primzahlen aufgehen. Man kann daher 
wohl sagen, daß im allgemeinen Falle keine solche Basis existiert. 





*) Hilbert, a. a. O. S. 303, Satz 106. 











Über ganzwertige Polynome in algebraischen Zahl- 
körpern. 


Von Herrn Alexander Ostrowski in Marburg a. d. L. 


Wir legen den folgenden Betrachtungen einen endlichen Zahlkörper 
K zugrunde. Unter ganzen Zahlen verstehen wir ganze Zahlen aus K. 
Alle Polynome, die wir betrachten, haben Koeffizienten aus K, Koeffizienten 
ganzzahliger Polynome sind insbesondere ganze Zahlen aus K. 

Mit Herrn Pölya verstehen wir unter einem ganzwertigen Polynom in 
Kein Polynom P (x) = 0,2” + ::-+ a, von der Eigenschaft, daß für jedes 
ganze z auch P(z) ganz ist. In der vorhergehenden Abhandlung*) untersucht 
Herr @. Pölya unter anderem die Frage, wann die Gesamtheit der ganz- 
wertigen Polynome in X eine reguläre Basis besitzt, d. h., wann inÄ eine 
solche unendliche Folge von ganzwertigen Polynomen 

Fk), Fila), Pula)...» 
von den Graden 0,1,...,m,... existiert, daß jedes ganzwertige Polynom 
in X in der Eorm 
BF«z) + P’F_ı(®) +... + P® F,(«) 
mit ganzen ß,ß’,..., ß” darstellbar ist. 

Während in der Pölyaschen Arbeit diese Frage für quadratische 
Körper allgemein entschieden und darüber hinaus die Existenz einer regu- 
lären Basis für alle endlichen Zahlkörper mit der Klassenzahl 1 nach- 
gewiesen wird, möchte ich in der vorliegenden Note zeigen, daß sich diese 
Frage auch für den allgemeinen Fall durch eine leichte Verschärfung der 
Pölyaschen Methode entscheiden läßt, wobei das im Falle normaler Körper 
besonders einfache Resultat die genaue Verallgemeinerung des Pölyaschen 





*) @. Pölya, Über ganzwertige Polynome in algebraischen Zahl- 
körpern, dieses Journal, Bd. 149, S. 97—116. 
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Kriteriums für quadratische Körper darstellt. Zum Schluß wird die 
analoge Fragestellung für Polynome mehrerer Variabeln untersucht. — 
Wir benutzen dabei die folgenden von Herrn Pölya aufgestellten Tatsachen: 

1. Stellt man alle ganzwertigen Polynome vom Grade m in K in der 


m! 





Form + +++ dar, so bildet die Gesamtheit der ganzen Zahlen «ein Ideal 


@,. Das durch c,„ zu bezeichnende Ideal - ist ganz. Dann und nur 


m 


dann besitzen die ganzwertigen Polynome ın K eine reguläre Basis, wenn 
die Ideale a, für alle m Hauptideale sind. Sind alle a, Hauptideale, so 
werden wir im folgenden allgemein unter a, eine festgewählte, dem Ideal 
a, entsprechende Zahl des Körpers verstehen. 

2. Es gibt für jede ganze nicht negative Zahl m ein solches Ideal 
I„, daß für jeden Idealteiler „y von I, (Z, eingeschlossen), und nur für 
solche Teiler, solche ganzzahligen primitiven*) Polynome m-ten Grades von 
x existieren, die für alle ganzen x durch y teilbare Werte ergeben. Und zwar ist 

a (em re 

(1.) „=n pri N Y; (m) en = ve; 
wo p, alle Primideale von X durchläuft, N(p,) die Norm von p,; bezeichnet 
und [ ] die Gaußsche Bezeichnung für die größten Ganzen ist. Insbesondere 
kann man jedem J/, ein ganzzahliges Polynom H,„(xz) = x” +». zuordnen, 
dessen Werte für alle ganzen x durch Z, teilbar sind. — 

Wir beweisen nun die Relation **) 


==". 


Ist Z, durch p*, nicht aber durch p**! teilbar (k > 0), wo p irgend 
ein Primideal in X ist, so ist H,„(z) für alle ganzen x durch p* teilbar. 
Es sei n eine durch p, nicht aber durch p* teilbare ganze Zahl, M eine 
7T 
p 
Mk 


zık 


zu p relativprime, durch das Ideal — teilbare ganze Zahl. Dann ist 


H,(«) 


m! M* 


ein ganzwertiges Polynom. Daher muß . nach der Definition von 4, 








*) Unter primitiven Polynomen verstehen wir solche, deren Koeffizienten den 
größten gemeinsamen Idealteiler 1 haben. 

*) Für den Fall, daß K die Klassenzahl 1 hat, ist diese Relation auch bereits von 
Herrn Pölya bewiesen worden. Vgl. Formel (26.) seiner Arbeit, S. 112 dieses Bandes. 
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durch a, teilbar sein. Folglich ist c„= m durch p* teilbar, da M zu p 


relativprim ist. 
Ist aber ein Primideal p in c, genau in der n-ten, in m! genau 
in der n’-ten Potenz enthalten (n>0), so gibt es sicher ein ganzwertiges 


Polynom P(z) = — ”+..., bei dem «& genau durch p"" teilbar ist. Ist 
wieder rı eine durch p, nicht aber durch p” teilbare ganze Zahl, so läßt 
sich ein solcher Exponent n>n und eine solche zu p relativprime ganze 


Zahl N finden, daß das Polynom P (x) = Nn"P(x) lauter ganze Koeffi- 
zienten hat, deren größter gemeinschaftlicher Idealteiler zu p relativprim 
ist. Bezeichnen wir den größten gemeinschaftlichen Idealteiler aller Koeffi- 


zienten von P(x) mit Ausnahme des ersten durch A, so läßt sich sicher 


eine solche durch p” teilbare ganze Zahl a finden, daß die Summe 
— Nn"+ a zu A relativprim ist. Denn wir können a als zu — — Nr" inkon- 


gruent nach jedem in A enthaltenen von p verschiedenen Primideal an- 


nehmen. Ist aber A durch p teilbar, so ist — Nr" zu p relativprim, und 


dasselbe gilt von der obigen Summe. Folglich ist das primitive ganz- 
zahlige Polynom P(z)-+az” für alle ganzen x durch p" teilbar. Daraus 
folgt, daß I, durch p”, also sicher durch p” teilbar ist. Daher kommt 
jedes Primideal in derselben Potenz in Z,„ und c, vor, w.z. b. w. 


Alle Ideale a, gehören also dann und nur dann zur Hauptklasse, 
wenn dies für alle Z, der Fall ist. Da aber I, wegen (1.) durch Z,_, 
teilbar, Z,= 1 ist, brauchen wir nur zu untersuchen, wann alle Quotienten 


m 





Hauptideale sind. Wir bemerken nun, daß w,(m)—w,(m—1) gleich 


Im-ı 


0 ıst, solange m nicht durch N(p,) teilbar ist. Ist aber letzteres der 
Fall, so hat jedenfalls w,(m)— w;(m—1) für alle Ideale p, mit derselben 
Norm N(p,) den gleichen Wert. Daraus folgt das T’heorem : 

Dann und nur dann besitzen die ganzwertigen Polynome eines end- 
lichen Zahlkörpers K eine reguläre Basis, wenn für jede Primzahl p alle 
Produkte sämtlicher voneinander verschiedener Primidealteiler von p von 
demselben Grade (die dieselbe Potenz von p zur Norm haben) zur Haupt- 
klasse gehören. 
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Beweis. Nehmen wir an, daß X der im Theorem verlangten Be- 
dingung genügt. Dann ist nach dem oben Gesagten jeder Quotient a ein 
Produkt derjenigen Primideale, deren Normen Teiler von m sind. Dabei 
kommen alle Primideale mit gleicher Norm in in in derselben Potenz vor. 
Nach unserer Annahme gehört aber das Produkt aller Primideale, die die- 


m 


selbe Norm haben, zur Hauptklasse. Dasselbe gilt daher auch von -. 
m—1 
Im 


Ir Hauptideale 





Wir nehmen nun umgekehrt an, daß alle Ideale 


sind. Wir fassen irgendeine Primzahl p ins Auge und bezeichnen die 
Produkte sämtlicher voneinander verschiedener Primidealteiler von 7, die 


die Grade 1, 2,... haben, durch A,, A,,.... Betrachten wir zuerst e 2 so 


ur 
ist dieses nach unserer Annahme zur Hauptklasse gehörende Ideal den 
obigen Bemerkungen über w, (m)— w; (m — 1) zufolge gleich A,. Betrachten 


wir nun ae, so ist dieses Hauptideal ein Produkt von A, mit einer 
"—ı 


Potenz von A,. Daher ist auch A, ein Hauptideal. Allgemeiner ist .r 
pr —1 


das Produkt von A, mit einem Potenzprodukt von A, A,..., Aı- 
Folglich gehören alle A, zur Hauptklasse, w. z. b. w. 


Nimmt man noch die Voraussetzung hinzu, daß K normal ist, so 
haben alle Primidealteiler einer Primzahl denselben Grad, und ihr Produkt 
ist dieser Primzahl selbst gleich, wenn sie keine Idealteiler mehrfach ent- 
hält. Daher ist dann die Bedingung unseres Theorems für alle Primzahlen 
von selbst erfüllt, abgesehen von den wesentlichen Diskriminantenteilern. 
Ist aber für eine in der Körperdiskriminante aufgehende Primzahl p 


pP = (Pı Pa... Pi) 
die Zerlegung in Primidealfaktoren, so muß p,$s... 9, zur Hauptklasse 
gehören. So erhalten wir den Satz: Dann und nur dann besitzen die 
ganzwertigen Polynome eines normalen endlichen Zahlkörpers eine reguläre 
Basis, wenn für jede in der Körperdiskriminante aufgehende Primzahl p das 
Produkt sämtlicher voneinander verschiedener Primidealfaktoren von p zur 
Hauptklasse gehört. 


Da im allgemeinen (z. B. wenn der Grad des normalen Körpers 
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zur Körperdiskriminante relativprim ist) (pı #2... p,)°' den zu p gehö- 
renden Teiler des Grundideals darstellt, so läßt sich dann die Bedingung 
unseres Satzes auch so aussprechen, daß die größten gemeinschaftlichen 
Teiler des Grundideals mit jeder Primzahl zur Hauptklasse gehören müssen. 
Die Bedingungen des obigen Satzes sind jedenfalls erfüllt, wenn alle Prim- 
idealteiler der Grundzahl Hauptideale sind, was zum Beispiel in allen 
Kreisteilungskörpern der Fall ist, die durch Adjunktion einer Einheits- 
wurzel von einem Primzahlpotenzgrade entstehen. 


Für beliebige endliche Körper scheint die weitere Reduktion der 
Bedingungen unseres Theorems sehr schwierig zu sein. Für kubische 
Körper erhält man jedoch sehr leicht außer der leicht anzugebenden auf 
die Diskriminantenteiler bezüglichen Bedingungen noch die weitere merk- 
würdige Forderung, daß alle Primideale 2-ten Grades Hauptideale sind. — 

Existiert eine reguläre Basis, so bietet ihre Konstruktion keine 
Schwierigkeiten. Dann kann man nämlich, ähnlich wie es in der Pölya- 


schen Abhandlung für den Fall der Klassenzahl 1 geschieht, für das m-te 

H„(&) 
Im 

alle Basen abgeleitet werden, ist leicht zu übersehen. — 


Polynom der Basis einfach nehmen. Und wie aus irgendeiner Basis 








Eine der im vorigen betrachteten ganz analoge Frage kann auch 
für Polynome mehrerer Veränderlichen behandelt werden. Wir ordnen 
alle Potenzprodukte aus n Variabeln z,,..., x, lexikalisch, indem wir von 
zwei Potenzprodukten dasjenige höher nennen, das in bezug auf z, vom 
größeren Grad ist, von zwei Potenzprodukten, die in bezug auf x, vom 
gleichen Grade sind, wieder dasjenige, das in bezug auf z, vom größeren 


Grad ist, usw. Wir nennen wieder ein Polynom in 2z,...,2, ganz- 
wertig in K, wenn es für alle ganzen x,,...,2, ganze Werte annimmt. 
Läßt sich nun jedem Potenzprodukt P aus z,,...,2, ein ganzwertiges 


Polynom F, in K so zuordnen, daß sich jedes ganzwertige Polynom aus X 
linear mit ganzen Koeffizienten durch gewisse der Funktionen F, aus- 
drücken läßt, so nennen wir die Gesamtheit der Polynome F, eine regu- 
läre Basis der Gesamtheit @ aller ganzwertigen Polynome in 2%,,...,%, aus 


K. — Man sieht leicht ein, daß sich durch die Polynome einer solchen 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 16 
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regulären Basis jedes Polynom in z,,...,x, auf eine einzige Weise linear 
darstellen läßt. 

Besitzt nun @ eine reguläre Basis, so besitzt die Gesamtheit G” aller 
von x, allein abhängigen Polynome aus @ eine reguläre Basis im Sinne von 
Pölya, da in der Darstellung irgendeines Polynoms aus @’ durch die 
Polynome F, keine solchen Polynome auftreten können, die von einer der 
Variablen z,,..., z,_, wirklich abhängig sind. Denn jedes Potenzprodukt, 
in dem eine der Variablen x,,..., &,_, wirklich vorkommt, ist höher als 
jede Potenz von x,. Daher sind die in unserem obigen Theorem aufge- 
stellten Bedingungen jedenfalls notwendig für die Existenz einer regulären 
Basis von @. Sind umgekehrt jene Bedingungen erfüllt, so besitzt G stets 
eine reguläre Basıs. Und zwar wird jedes System von Polynomen aus G 
eine reguläre Basis von @ darstellen, in dem jedem Potenzprodukt P= x1" ... a" 


ein und nur ein Polynom mit dem höchsten Glied m. pP entspricht. 
1: ns» 


Eine spezielle solche Basis wird offenbar durch die Polynome 
F m m... zn = 9° Zee H (z,) .. .H,„,(%) 


gebildet. 

Zum Beweise dieses Theorems ist es offenbar nur nötig zu zeigen, 
daß, wenn das höchste Glied eines Polynoms aus @ sich von 2,”"...2,"r 
nur um einen Zahlenkoeffizienten unterscheidet, dieser Koeffizient durch 
Amı 
m! 
ganzen — Zahlen durch die andere teilbar, wenn ihr Quotient ganz ist.) 
Denn dann läßt sich von jedem solchen Polynom ein entsprechendes Po- 
lynom der Basis mit einer geeignet gewählten ganzen Zahl multipliziert 
subtrahieren, so daß ein ganzwertiges Polynom mit einem niedrigeren 
höchsten Gliede übrig bleibt, und durch wiederholte Anwendung derselben 
Reduktion erhält man die gesuchte Darstellung durch die Basis, da eine 
Folge von Potenzprodukten aus 2,,...,2,, die so geordnet ist, daß jedes 
Potenzprodukt höher ist als das unmittelbar folgende, notwendig nach 
endlich vielen Potenzprodukten abbricht. — Wir bemerken noch, daß aus 
den behaupteten Tatsachen sofort folgt: Ist 8 eine ganze Zahl aus K, 


so besitzt auch die Gesamtheit @ aller Polynome in z,,...,2,, die für alle 
ganzen z,,....,r, aus K durch ß teilbare Werte ergeben, eine ganz ähn- 


a teilbar ist. (Dabei heißt eine von zwei — nicht notwendig 
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liche reguläre Basis wie @, und zwar entsteht eine reguläre Basis von @ 
durch Multiplikation aller Polynome einer Basis von @ mit 9. Daher ist 
bei jedem Polynom der Gesamtheit @, dessen höchstes Glied sich von 
z’",..27» nur um einen Zahlenkoeffizienten unterscheidet, dieser Zahlen- 


Oi, A . 
_ ... _— teilbar. 
m! m! 


koeffizient durch / 

Nehmen wir nun alle unsere Behauptungen für den Fall von n—1 
Variabeln als bewiesen an und ist F(x,,...,2,.) ein Polynom aus @ mit 
dem höchsten Gliede cz‘ ...xy", so ergibt F für alle ganzen z,,...,2, 
ein ganzwertiges Polynom von z,. Ist daher T(x,,...,2,) der Koeffizient 
von z' in F, so ergibt m,!T für alle ganzen z,,...,2, durch a, teilbare 
Werte, wie aus der von Herrn Pölya aufgestellten, oben unter 1. ange- 


führten Tatsache sofort folgt. Daher muß der Koeffizient m,!c von 


im 0 
a7®,...2”n in m,!T nach unserer Annahme durch a,, ee teilbar 


FR OR URRBEN 
sein. Folglich ist c durch ni fi Se teilbar, w. z. b. w. 


Damit ist unser Theorem auch für von mehreren Variabeln abhängige 
ganzwertige Polynome bewiesen. — 

Wir wollen noch kurz angeben, wie die von Herrn Polya für den 
Fall einer Variablen aufgestellten, oben unter 2. angeführten Eigenschaften 
des Ideals Z, sich auf den Fall mehrerer Variabeln ausdehnen lassen. — 
Die Ideale Z, brauchen jetzt also nicht mehr sämtlich zur Hauptklasse zu 
gehören. — Jedem Polynom F(z,,...,2,), welches in bezug auf x,,...,2, 
die Gradzahlen m,,..., m, besitzt, ordnen wir das Ideal Z,,...,», = In. .--In, 
zu. Es gibt dann ganzzahlige Polynome mit den Gradzahlen m,,...,m,, 
die für alle ganzen z,,...,%, durch /,,.....m, teilbare Werte ergeben. Zum 
Beispiel besitzt das Polynom H,,(z,)...4,„,(z2,) diese Eigenschaft. Gibt 
es umgekehrt ein ganzzahliges primitives Polynom F(z,,...,2,) mit den Grad- 
zahlen m,,...,m, von der Eigenschaft, für alle ganzen %,,...,%, durch ein 
gewisses Ideal d teilbare Werte zu ergeben, so muß d ein Teiler von I... 
sein. Dies folgt sofort aus dem Hilissatz: 

Es sei der größte gemeinschaftliche Idealteiler aller Koeffizienten eines 
ganzzahligen Polynoms F(z,,...,2,) in 2,,...,2, genau durch p* teilbar, wo 
p eın Primideal von K ist. Hat dann F(x,,...,2,) die Eigenschaft, für 


16* 
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alle ganzen %,...,%, durch eine gewisse Potenz p“ von p teilbare Werte zu 
ergeben, so ist 9°" ein Teiler von I,,,...,n,, wenn M,,...,m, die Gradzahlen 
von F in bezug auf %,...,%, sind. 

Beweis. Es sei zuerst n=1. Ist dann z eine durch p, nicht 
aber durch p? teilbare ganze Zahl, M eine zu p relativprime durch das 


Ideal z teilbare ganze Zahl, so ist M’F= nF, wo die ganzzahlige Funk- 
tion F für alle ganzen x, durch p’ teilbare Werte ergibt. Dieselbe 


Eigenschaft besitzt auch jedes zu F nach p°-* kongruente Polynom F}; wir 


können daher F so wählen, daß der größte gemeinschaftliche Teiler seiner 
Koeffizienten gleich 1 und daß es vom Grade m, ist. Jetzt folgt aber 
durch Anwendung der von Herrn Pölya bewiesenen Eigenschaften von I, 


auf F, daß p““ ein Teiler von I,„, ist. — Wir nehmen nun unseren Hilfs- 
satz für n—1 Variabele als bewiesen an. Es sei F(z,,...,2,) einer von 
denjenigen Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von x, in F, bei denen 
der größte gemeinschaftliche Idealteiler aller Zahlenkoeffizienten genau 
durch p® teilbar ist. Ist dann Z,„ genau durch p’ teilbar, so lehrt die 
Anwendung unseres Hilfssatzes für n=1, daß F(x,,...,x,) für alle ganzen 
%gy...,%, Aurch p*” teilbare Werte ergibt. Sind die Gradzahlen von 
F (x,,...,%,) bzw. M,,...,m, so folgt durch die Anwendung unseres Hilis- 
satzes für n—1 Variabele auf F(z,,...,2,), daß p*"“ ein Teiler von 
I,.,....n,n ist, also auch ein Teiler von Z,,....m„» wegen m;<M,,..., 
m„<m,. Daher ist p*”* ein Teiler von Z,,,....m, = Im, Im,...‚mn W: 2. b. w. 

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich sogar der weitere Satz: Ist der 
größte gemeinschaftliche Idealteiler aller Zahlenkoeffizienten eines ganzzahligen 
Polynoms F (x,,...,%,) gleich d’ und ergibt F für alle ganzen x,,...,%, durch ein 


; ae ’ 
Ideal d teilbare Werte, so ist — ein Teiler von I„,...mn WENN Mir... My 


dv 
die Gradzahlen von F sind. 














Über die Invarianten algebraischer Körper. 


Von Herrn Kurt Hensel in Marburg a. d. L. 





Einleitung. 


Die Theorie der algebraischen Kurven und Flächen, sowie diejenige 
der Abelschen Integrale beruht allein auf der Untersuchung der rationalen 
Funktionen von zwei Variablen 2 und u, welche miteinander durch eine 
irreduzible Gleichung 


(1.) F (2, u) = 0 
mit Zahlenkoeffizienten verbunden sind. Alle diese bilden einen soge- 
nannten Körper K (z, u), weil sie sich durch die rationalen Rechenope- 


rationen wiedererzeugen. Je zwei nicht konstante Funktionen x und % 
dieses Körpers sind dann ebenfalls durch eine irreduzible Gleichung 


(2.) @ (z,y) = 0 
miteinander verbunden. Hieraus folgt weiter, daß sich die Funktionen 
des Körpers nicht bloß durch die elementaren Rechenoperationen, sondern 
auch durch Differentiation wiedererzeugen, denn aus der Gleichung (2.) 
folgt ja sofort, daß auch 


(3) 2--5 


dem Körper K (z,u) angehört, und das gleiche gilt auch für alle höheren 
Ableitungen. 
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Alle Funktionen dieses Körpers und nur sie sind eindeutig und, 
abgesehen von Polen, auch stetig ausgebreitet auf einer Riemannschen 
Kugelfläche $,, welche man sich für eine beliebige nicht konstante Funk- 
tion x des Körpers als unabhängige Variable gebildet denken kann. Die 
Kugelflächen $&,, 8,,..., welche man bei der Wahl einer anderen unab- 
hängigen Veränderlichen innerhalb X (z, «) erhält, sind aufeinander ein- 
deutig umkehrbar und stetig bezogen, so daß die sämtlichen Punkte 9 
einer solchen Fläche $, unabhängig von der Wahl der Veränderlichen x 
definiert sind. 

Jede Funktion & des Körpers ist bis auf eine multiplikative Kon- 
stante durch ihre Nullstellen und Pole auf der Fläche $, definiert. Ist 
Y, irgend ein Punkt der Riemannschen Kugelfläche 8, und n, eine be- 
liebige dort verschwindende Funktion des Körpers, so läßt sich jede Funk- 
tion & des Körpers in einer endlichen Umgebung von 9, in eine Potenz- 
reihe: 

(4.) E=cen+ten,nt..- 
entwickeln, welche nach ganzen oder rational gebrochenen steigenden Po- 
tenzen von 1, mit festem Exponentennenner fortschreitett. Man kann 


z. B. für n, den Linearfaktor x — x, bzw. - wählen, jenachdem x in ®, den 


endlichen Wert x, annimmt oder dort unendlich wird. Wählt man spe- 
ziell für , eine dort in möglichst niedriger Ordnung verschwindende Funk- 
tion des Körpers, so schreitet die Entwicklung (4.) nach ganzen Potenzen 
von 7, fort, und der Exponent r des Anfangsgliedes von & bestimmt dann 
die Ordnungszahl von & in ®9,. 

Ördnet man jedem Punkte P vom $, einen gleichbezeichneten 
Primteiler zu und sagt man ferner, daß & genau durch die Potenz P° teilbar 
ist, wenn & in ®P die Ordnungszahl Öd‘ besitzt und daß diese Funktion 
den Divisor PP} genau enthält, wenn sie in P, und 9, bzw. die 
Ordnungszahlen d, und d, hat usw., so folgt, daß jede Funktion 5 bis 
auf eine multiplikative Konstante durch einen Divisor 

(5.) Pepe... pi 
bestimmt ist, dessen Primfaktoren 9,,9,,...9, den Nullstellen und den 
Polen von 5 entsprechen. 

Um auch diese multiplikative Konstante festzulegen, denke ich 
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mir alle Funktionen $ in der Umgebung eines beliebig aber fest ange- 
nommenen Punktes 9, wie in (4.) nach Potenzen einer fest gewählten 
dort verschwindenden Funktion , entwickelt und multipliziere den zu $ 
gehörigen Divisor (5.) mit der Konstante c, wenn c der Koeffizient des 
Anfangsgliedes der zugehörigen Entwicklung (4.) ist. Dann soll 

(5*.) D; = c PP... Pi 
der zu £ gehörige Divisor genannt werden, weil durch ihn 5 nunmehr ein- 
deutig bestimmt ist. Ist diese Zuordnung der Elemente $,8,&”,... von 
K(z,u) zu ihren Divisoren 2,02, Dr,,... ein für allemal gemacht, so 
erkennt man, daß man nun auch diese Divisoren durch die elementaren 
Rechenoperationen und durch Differentiation miteinander verbinden kann, 
wenn man unter 
2: Ad; 
Dr’ ddp 
diejenigen eindeutig bestimmten Divisoren versteht, welche den Funkti- 
onen von Ä (z, u) 


Rt Bee Ay De Üü 


/ is 14 / 5 ds 

+ er > ir 
zugeordnet sind. Diese Divisoren bilden dann also ebenfalls einen Körper. 
Neben denjenigen Divisoren 9;,2;,..., welche den einzelnen Ele- 


menten $&, $’,... des Körpers eindeutig zugeordnet sind, muß man in der 
Theorie der algebraischen Funktionen ganz allgemein alle Divisoren: 


2=cPr Pr... Pr 

betrachten, welche aus beliebigen und beliebig vielen gleichen oder ver- 
schiedenen Primteilern multipliziert mit je einer beliebigen Konstanten 
bestehen, ganz unabhängig davon, ob ihnen eine Größe des Körpers ent- 
spricht oder nicht. Man ist zur Einführung dieser allgemeinen Divisoren 
deshalb gezwungen, weil der größte gemeinsame Teiler von zwei oder 
mehreren Funktionen des Körpers, um dessen Bestimmung es sich gerade 
in dieser Arbeit vielfach handelt, im allgemeinen nicht wieder dem Körper 
angehört, sondern eben ein solcher allgemeiner Divisor ist, und das 
gleiche gilt von denjenigen Divisoren, welche wir den allgemeinen Diffe- 
rentialen zuordnen müssen. 

Man kann den Differentialen dx, dx’, dx’,... aller Elemente des 
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Körpers K (z,u) ebenfalls gewisse Divisoren D,., Dar, Darr,... Zuordnen, 
durch welche dieselben in gleicher Weise bestimmt sind, wie die Ele- 
mente £&,&’,... durch ihre Divisoren 9,,92;,.... Sind nämlich etwa x und 
x” zwei beliebige nicht konstante Elemente des Körpers und f(x, x’) = 0 
die zwischen ihnen bestehende Gleichung niedrigsten Grades, also 
f. dx + fi de’ = 0 die homogene lineare Gleichung zwischen ihren Differen- 
tialen, so folgt aus ihr, daß dx, dx’, dx’’,... proportional sind bestimmten 
Divisoren des Körpers. Ordnet man also einem jener Differentiale 
einen beliebigen Divisor zu, so ist damit jedem anderen ein solcher ein- 
deutig zugeordnet. Diese Zuordnung werde nun durch die folgende Be- 
stimmung gemacht: 

Ist 9 ein beliebiger Punkt, rn eine bestimmte Primfunktion für 


1 


denselben, etwa (2— a)” bzw. &: so werde festgesetzt, daß der zu dı 


gehörige Divisor D,, den zu ® gehörigen gleichbezeichneten Primteiler 
genau in der nullten Potenz enthalten soll. Hierdurch ist wegen der 


Gleichung de = re - dn die in dem Divisor D,, enthaltene Potenz von 9 


eindeutig bestimmt; und das gleiche gilt bei den entsprechenden Fest- 
setzungen für alle anderen Punkte 9,9”,.... In gleicher Weise 
kann die zu einem beliebigen Differentialteiler O,, gehörige Konstante «, 
durch die Festsetzung bestimmt werden, daß bei einem bestimmten Prim- 
teiler rn, für den ausgezeichneten Punkt 9, der Divisor Q,,, die Konstante 
1 haben soll. 

Die wichtigste, aber auch die schwierigste Aufgabe in der Theorie 
der algebraischen Funktionen sowie in der algebraischen Kurven- und Flö- 
chentheorie besteht nun darin, zu einer gegebenen rationalen Funktion 


beliebiger Elemente des Körpers F (z, «’,. ..), welche also selbst dem 


_ 
op 
Körper angehört, den zugehörigen Divisor Q&, zu bestimmen. Noch all- 
gemeiner kann diese Aufgabe so ausgesprochen werden, daß der größte 
gemeinsame Teiler mehrerer Funktionen F (x, 2’,...), F, (x, ®,...),... oder 
ihrer Divisoren D,, Dr,,... gefunden werden soll. Jede Frage der analy- 
tischen Geometrie der algebraischen Kurven, jede Frage der höheren In- 


tegralrechnung kann vollständig auf dieses Problem zurückgeführt werden. 
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Praktisch kann man diese Aufgabe dadurch lösen, daß man für 


de da 
ge ge bildet und 


aus ihnen die Ordnungszahlen von F, F,,... für die Stelle $ berechnet, 
aber in dieser Form führt die Lösung bei theoretischen Betrachtungen, 
auf die es hier hauptsächlich ankommt, nicht zu geschlossenen Ausdrücken 
für die gesuchten Divisoren. 


einen jeden Punkt 9 die Entwicklungen von z, «’,. 


In vielen Fällen wird aber die Untersuchung dadurch sehr wesent- 
lich erleichtert, daß man von vornherein Invarianteneigenschaften der zu un- 
tersuchenden Divisoren D,,... kennt, und dies tritt stets in der Theorie 
der Abelschen Integrale und in der Kurventheorie ein. Die wichtigsten 
Invarianteneigenschaften solcher Divisoren und die höchst einfachen Me- 
thoden, durch welche dann diese in geschlossener Form gefunden werden 
können, will ich in dieser Abhandlung auseinandersetzen. Einige dieser 
Methoden sind bereits, wenn auch noch nicht einheitlich und allgemein, in 
dem von mir in Gemeinschaft mit Georg Landsberg veröffentlichten Werke 
„Iheorie der algebraischen Funktionen einer Variablen und ihre Anwen- 
dung auf algebraische Kurven und Abeische Integrale“, Leipzig 1902, 
angegeben worden, welches ich in dieser Arbeit kurz mit H. u. I. zitieren 


werde. 
$ 1. 
Die Transformations- und Differentiationsinvarianten und die homogenen 
Funktionen. 


Lg; +. %, seien s+ 1 beliebige Funktionen des Körpers K(z, u), 
$ eine andere nicht konstante Funktion desselben; wir betrachten dann eine 
beliebige, z. B. eine ganze rationale Funktion der (k+1)(s+ 1) Funkti- 
onen der folgenden Matrix: 





Lo Door 
P da da, dx, 
Ti re er >= yo. DE 
(6.) 7R)> en (126,12...) 
en @x de z, 


Az?’ dER’'"" de 
mit konstanten Koeffizienten, welche durch: 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 
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di LT 


(6°.) F | TE) 


bezeichnet werde, während der zugehörige Divisor wie vorher Q, sein soll. 
Ich erinnere gleich hier an die geometrische und die analytische Bedeu- 


tung solcher Funktionen. Setzt man z. B F = r oder allgemeiner? =, 2 
so liefert der zugehörige Divisor DO, im zweiten Falle den vollständigen 
Einblick in die analytische Natur der Abelschen Differentiale und Inte- 
grale. Macht man ferner die irreduktible Gleichung 

(7.) F (z, Y) =(, 
welche zwischen zwei nicht konstanten Funktionen des Körpers besteht 
und die wir als nicht linear voraussetzen wollen, durch die Substitution 


und darauf folgende Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von x, ganz 
und homogen, so erhält man eine irreduktible homogene Gleichung 
(7°.) G (os %, %g) = 0, 
und auf dem umgekehrten Wege zeigt man leicht, daß je drei Funktionen 
%g, %, & des Körpers stets durch eine irreduktible homogene Gleichung (7*.) 
mit konstanten Koeffizienten miteinander verbunden sind. Geometrisch 
stellt jede solche Gleichung eine algebraische Kurve, bezogen auf das 
Dreieckskoordinatensystem (x, = 0, z, = 0, 2; = 0), dar, undjede solche Kurve 
kann in dieser Weise unter Zugrundelegung eines geeigneten Körpers darge- 
stellt werden. Sindz,, &,, %,, 2; vier nichtlinearabhängige Elemente des Körpers, 
so stellen alle zusammengehörigen Wertsysteme derselben geometrisch eine alge- 
braische Raumkurve, bezogen auf das Tetraederkoordinatensystem (x,;= 0), dar. 
Im ersten Falle sind dann bekanntlich die Linienkoordinaten der 
Kurventangenten im Punkte (z,, 2,,%;) den drei Unterdeterminanten des Systems 
%, u Tg 
(8.) (2 an “ 
de’ de’ de 
proportional, und die Gleichung 
Zn Eu % 


dig dt, das 
(8*.) dE’ de’ &|=0 
di, da da 














de? 9 de?’ de? 
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liefert nach Weglassung eines bestimmten Faktors die Wendepunkte der 
Kurve. Im zweiten Falle sind die Plückerschen Linienkoordinaten der 
Tangenten an die Raumkurve im Punkte (x,, %,, 2,2) proportional den 
sechs Unterdeterminanten der Matrix: 


Io I Do % 
(8°.) dr, dr, dir, 2.) 
as’ ds’ de’ ds 
entsprechend sind die Koordinaten der Schmiegungsebene im gleichen Punkte 
proportional den vier Unterdeterminanten der Matrix 


Lo; I; HR Lg 
ds, de da, das 
(&°.) ar ae rd |, 
dx, dx da, d’a 
de?’ d£2’ de?’ dE? 


und endlich liefert die eine Determinante vierter Ordnung 


'd’z; 
(8°.) Ga (A,3=0,1,2, 8) 





gleich Null gesetzt die sämtlichen Punkte, für welche Wendeberührungs- 
ebenen vorhanden sind. | 

Der Übergang von einem Fundamentaldreieck bzw. einem Fundamen- 
taltetraeder zu einem anderen entspricht nun einer linearen umkehrbaren 
Transformation der Elemente (z,, 2,2) bzw. (X, %, %,, %) mit konstanten 
Koeffizienten. Alle diejenigen Größen, welche in Beziehung zur Kurve selbst 
stehen, bleiben bei einer solchen Transformation ungeändert, und dasselbe gilt 
von dem zu einer solchen Funktion gehörigen Divisor, da ja durch ihn jene 
Größe eindeutig bestimmt ist. Ebenso bleibt ein solcher Divisor ungeändert, 
wenn die Differentiationsvariable & durch eine andere n ersetzt wird. 

Ich betrachte nun ganz allgemein einen Divisor D: (%,, &,--: %,), 
welcher von beliebigen s+ 1 Elementen z,, &,,... z, des betreffenden Kör- 
pers und von ihren ersten, zweiten,... Ableitungen nach einem beliebigen 
anderen nicht konstanten Elemente 5 desselben Körpers abhängt, welcher 
also entweder zu einer rationalen Funktion F (x,, &,... %,) dieser Elemente 
gehört oder aber auch der größte gemeinsame Teiler mehrerer solcher zu 
F,(z,), F, (,),... gehörigen Divisoren sein kann. Einen solchen Divisor 
nenne ich eine Transformationsinvariante in bezug auf jene s-+ 1 Elemente, 
17* 
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wenn er für jede umkehrbare lineare Transformation derselben mit kon- 
stanten Koeffizienten: 
=: Yo Ya. (dm0,..0) 
k=0 km 0 


ungeändert bleibt, wenn also 


(9.) I; (%o) % 2%) =D; (Yo Yır- - - %ı) 
ist. 

Zweitens werde ein solcher Divisor eine Differentiationsinvariante 
genannt, wenn er von der Wahl der Differentiationsvariablen $ unabhän- 
gig ist, wenn also für eine beliebige neue Variable 7 desselben Körpers 


(9*.) 2; (Zu % +.) =D, (% 2: - - %,) 
ist. 

Endlich werde noch jener Divisor homogen von der nullten Dimension ge- 
nannt, wenn er ungeändert bleibt, falls alle Elemente z, durch ux, ersetzt 
werden, wo u ein beliebiges variables oder konstantes Element des Kör- 
pers ist, wenn also 


(9*.) D: (29 2... 2) = Dr (US, Urn... 4%) 


ist. Jeder nicht homogene Divisor D; (2,, 2,...2,) von s Elementen z, 


geht offenbar durch die Substitutionen z, = = in einen homogenen Divisor 
0 


D: (& %,...%,) von den s+1 Elementen z,,%,,...x2, über, da bei der 
Verwandlung der x, in uz, ja die 2, also auch D; (...2,...) ungeändert 
bleiben. 

Hat ein Divisor D; (2, %,,...2,) eine oder mehrere von jenen drei 
Invarianteneigenschaften, so ist er wesentlich einfacher zu bestimmen als 
im allgemeinen Falle Ist 9;(2,%,,...%,) zuerst eine Transformations- 
invariante, so kann man, um festzustellen, wie oft jener Divisor einen be- 
liebig gegebenen Primteiler P enthält, das System (z,,%,,...2,) durch eine 
umkehrbare lineare Transformation in ein äquivalentes System (d\,, di,... Ö,) 
überführen, welches für den zugehörigen Punkt ® besonders einfach ist. 

Ist nämlich (vgl. H. u.L.S. 452 ff.) 9% die höchste Potenz von 
9, welche in allen s-+ 1 Elementen z,, also in ihrem größten gemeinsamen 
Teiler: 


(10.) 


Fo ug (%o; Li... z,) 
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enthalten ist, so kann man das erste Element d, unter den x, so aus- 
wählen, daß es genau durch ®9” teilbar ist und sein Anfangsglied den 
Koeffizienten Eins hat, und hierauf kann man die übrigen Elemente x, 
durch Subtraktion je eines Gliedes cd, (wo c eine geeignet gewählte Kon- 
stante bedeutet) so umformen, daß sie alle durch eine höhere als die 
Po Potenz von ® teilbar sind. Ist 9° die niedrigste unter jenen Po- 
tenzen und d, ein Element, welches genau diese Potenz von ® enthält, 
so kann man dieses als zweites Element des neuen Systems wählen und 
nun die übrigen s— 1 Elemente in gleicher Weise behandeln; so erhält 
man zuletzt ein äquivalentes System (d,, d,,... d,), in welchem jedes fol- 
gende Element eine höhere Potenz von ®9 enthält als das vorhergehende. 
Sind 
(11.) Pr, yPı, yA,,.. Ps 

die in d,, d,, dy,... d, enthaltenen Potenzen von 9%, so bilden die Expo- 
nenten eine eindeutig bestimmte Reihe von zunehmenden ganzen Zahlen, 
und dasselbe kann für jeden der Punkte 9°,9”,... der Riemannschen 
Fläche ausgeführt werden. Ein solches System (d,, d,,... d,) soll als ein 
reguläres System für den Punkt 9 oder den zugehörigen Primteier bezeichnet 
werden. Im allgemeinen sind alle Exponenten /, endliche Zahlen. Ist 
eine derselben etwa ß,,ı = + » aber f, noch endlich, ist also d,,, = 0, 
aber d,>0, so sind auch alle folgenden d,,,=:--=0, und die Elemente 
(29, %.... %,) sind linear abhängig und durch nur o-+ 1 linear unabhängige, 
etwa (dy, dj,... 05), linear und homogen darstellbar. Ein solches System 
heißt vom Range o +1. 

Es sei zweitens der zu untersuchende Divisor eine Differentiations- 
invariante, also 2, (z)=&, (z,) unabhängig von der Differentiationsvari- 
ablen $ oder 7. Dann und nur dann kann jener Divisor als allein abhängig 
von den Differentialen d’x, angesehen und durch & (d'x,, d’z,,... d’z,) be- 
zeichnet werden; und ich verstehe dann unter diesem Divisor denjenigen 


2% ex, 
'») ae 72). welcher zu den entsprechenden Differentialquotienten Fr 


für irgend eine Differentiationsvariable & gehört. Ist D; (2, %,,:..2,) SO- 
wohl eine Transformations- als auch eine Differentiationsinvariante, so 
kann, um die in ihm enthaltene Potenz eines beliebigen Primteilers 


d’xı 


9 zu bestimmen, erstens (2, &,,...2%,) durch ein zu P gehöriges reguläres 
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System (d,, d,,... d,) ersetzt und zweitens als Differentiationsvariable eine 


1 
Primfunktion rn = (x — a) bzw. () für diese Stelle gewählt werden. Ist 


dann allgemein d,= nr + ..., so erhält man für die Ableitungen die 
Entwicklungen: 

dd u 

AAN)... (Bmitl) at, 
aus denen die gesuchte Potenz von ® leicht berechnet werden kann. 

Es sei endlich 9; (2,,%,,...%,) homogen von der nullten Dimension 

in bezug auf die s+ 1 Elemente z, so daß also für jede Funktion u 
des Körpers K (2, y) stets D, (ur, uX1... 4%) =D; (%, %1,...%,) ist. Dann 
kann die Bestimmung dieses Divisors durch die folgende Betrachtung 
vereinfacht werden: Es seien 


Bu 


die zu 2%, %,...%, gehörigen Divisoren, welche also sämtlich der sog. 
Hauptklasse: 
E = (9, 9, Dur, .-.) 
äller derjenigen Divisoren angehören, die den sämtlichen Funktionen z, x’, x”, ... 
des Körpers Ä (x, y) zugeordnet sind. 
Alle übrigen Divisoren kann man nun (vgl. H. u. L. S. 251) eben- 


falls in Klassen © einteilen, wenn man festsetzt, daß alle und nur die 
Divisoren 9, 9’,... ın eine und dieselbe Klassse 


Q=(98,9°,2”,...) 
gehören sollen, welche sich von einander nur um Faktoren der Haupt- 
klasse unterscheiden, oder, was dasselbe ist, welche aus den Divisoren der 
Hauptklasse E durch Multiplikation mit einem und demselben ganz be- 


liebig innerhalb Q ausgewählten Divisor Q,, dem sog. Multiplikator, her- 
vorgehen. Es ist also allgemein: 


Q=ED, = (2, Do rd...) = (MD5,D”,...), 
oder durch die Gleichungen: 
2" = 9,09, d. h:2,u= I 


entspricht jedem Divisor von Q eindeutig ein solcher der Hauptklasse; 
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bei anderer Wahl des Multiplikators 2, innerhalb Q wird nur die Zuord- 
nung der Divisoren von E und @ geändert. 
Es sei nun 9; (2, 1, ...%,) = 8; (D,, D.,..- Q,,) der zu untersuchende 


Divisor, und es mögen IV, H%,,... Q® diejenigen Divisoren einer beliebigen 
Klasse @ bezeichnen, welche den Divisoren D,, 2,,...2,, der Hauptklasse 


unter Zugrundelegung irgend eines Multiplikators 2 aa: dann ist 





i) 

allgemein 2, = nn und der zu untersuchende Divisor kann also auch in 
0 
(0 ( 8 1 

der Form &; — n.. =) geschrieben werden. So erscheint also 


dieser Divisor als abhängig von den s+1 Divisoren 2 der Klasse Q 
und außerdem noch von dem Multiplikator Q,; unter der jetzt gemachten 
Voraussetzung der Homogenität von Q; ergibt sich aber, daß seine Ab- 
hängigkeit von dem Multiplikator O, nur eine scheinbare ist. Ist nämlich 


Do 
Pr 
visor der Hauptklasse, also ein Element des Körpers X, und hieraus folgt 


in der Tat, daß 
oh) (i) 
D: (..» ux..)=gdD:(.. $ ne j ..)= n,(-- ET ...) 


von der Wahl des gemeinsamen Nenners I, oder 2, innerhalb Q unab- 
hängig ist. 

Nur unter der Voraussetzung der Homogenität von D; kann und 
will ich diesen Divisor also als allein abhängig von den s-+ 1 Divisoren 
20, Ho%,,..D® dieser Klasse @ ansehen, welche den Elementen x,, &,:.- &, 
der Hauptklasse bei der Wahl eines ganz beliebigen Divisors Q, zugeordnet 
sind; um dies auch in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, soll er 
auch in der Form: 


DO, irgend ein anderer Divisor derselben Klasse Q, so ist = u ein Di- 





9, (D9, HW,... H0) 
geschrieben werden. Unter diesem von s+ 1 Divisoren 2 einer belie- 
bigen Klasse Q abhängigen Divisor soll also derjenige Teiler O; (z,, &,,... %,) 
verstanden werden, für welchen die Elemente x, den entsprechenden Di- 
visoren Q proportional sind, so daß also 

1. NEN :..., 


ist. Nur unter dieser Voraussetzung der Homogenität können und sollen 
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' inW , er ’ “re 
also auch die Ableitungen en? jener Divisoren nach einer beliebigen 


dä 


Differentiationsvariablen in die Rechnung eingeführt werden. 


8 2. 
Die Fundamentalinvarianten einer Schar (20, %1,.... 7,). 


Die im vorigen Abschnitt gefundenen allgemeinen Ergebnisse will 
ich nun zur Bestimmung der wichtigsten, mit einem System (z,, 2... %,) 
von beliebigen Elementen des Körpers K (z, u) zusammenhängenden Divi- 
soren anwenden. 

Es bezeichne für eine beliebige Differentiationsvariable 5 





ae u © 
dx, da dr, Fe 
a2 a || _ (er 
(12.) S 5 5 = ((G Er )) (k=0,1,...) 


dn, da da 
ar ee e 
den größten gemeinsamen Teiler aller Determinanten (+ 1)‘ Ordnung, 
welche aus der (+ 1) -reihigen Matrix (GE) gebildet werden können. Alle 


diese Divisoren für 2=0,1,...s sind offenbar Transformationsinvarianten. 
Ist nämlich 


2%, = Z 0uYı (4,7=0,1,...) 


irgend eine umkehrbare lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten, 
so folgen aus diesen Gleichungen durch ein- oder mehrmalige Differentiation 
nach & die weiteren: 
2 _ 
dd 
jede Matrix (5) hängt also mit der entsprechenden transformierten Matrix 


dey, 


20a 
dk Yi . .,. . 
(33) durch eine Kompositionsgleichung: 
dk x; Py\,— 
(13.) u) (78) (&r ) 
zusammen, in welcher hier, wie im folgenden stets, («,,) das transponierte 
System zu (&,) bedeutet. Also sind die Unterdeterminanten (k-+ 1)'” 
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Ordnung der Matrix (73) homogen und linear durch diejenigen der 


transformierten Matrix () darstellbar und umgekehrt; beide haben also 
wirklich denselben größten gemeinsamen Teiler. 

Dagegen sind diese Divisoren noch keine Differentiationsinvarianten, 
können aber dazu durch Multiplikation mit einer Potenz von d& gemacht 
werden. Ersetzt man nämlich die Differentiationsvariable & durch eine 
andere 7, so bestehen für die sukzessiven Ableitungen eines beliebigen 


Elementes x nach $& und nach n die folgenden Gleichungen: 


t=1-.t 

dx ‚dz 

zu. c+E "dE 

d?x „ 68 .®x 

dr? 0.2+5$ ru "de 

dr 2 dt d? x | d’ x 
dm at 9a 75 +9a 78 . de u’ Ta 


hier bedeuten $°, &”,... die erste, zweite,... Ableitung von & nach n, und 
allgemein sind die Koeffizienten 9,,, 91... 9;,; ganze ganzzahlige rationale 
Funktionen von $&°, $”,.... Durch nochmalige Differentiation der (A + 1)'” 
Gleichung nach n überzeugt man sich sofort, daß jene Koeffizienten g,, 
mit einander durch die folgende einfache Rekursionsgleichung verbunden 
sind: 





9241,24 = 8 9a + . 
Hieraus allein kann induktiv geschlossen werden, daß die Koeffizienten 
or Nas ++- Ja ganze ganzzahlige homogene Funktionen der nullten, ersten, 
... 4° Dimension von &,58”,... sind, in denen die Indexsumme jedes 
einzelnen Produktes gleich 4 ist; speziell ergibt sich aus derselben Formel, 
daß stets: 


’h de? 
(13°. = 8'=(7, 


ist. 
Hieraus folgt, daß beim Übergang von der Differentiationsvari- 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 18 
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ablen & zu n die neue Matrix (7 „) mit der ursprünglichen (3 2 a) durch 
die Kompositionsgleichung: 
a’ 
(14.) = 19) (q G.) (h=0,1,..)) 


zusammenhängt, in welcher wieder (g,,) das transponierte System zu dem 
Dreieckssysteme 


9 9 9...0 


0...0 
(91) = ” ei 


Io: Iu Iaı -+- gu 
bedeutet, dessen Determinante nach (13°.) gleich 


Id+1) 
Inl= 909... mE) 
ist, also die höheren Ableitungen &”, &’”,... gar nicht enthält. Also ist in 
der Tat der Divisor ( 72) keine Differentiationsinvariante, da er sich 
2041 
bei dem Übergang zu der neuen Differentiationsvariablen 7 mit (2 2) 


multipliziert. Dagegen sind die s+ 1 Divisoren: 





Be Misensca T, 
dx, da, dı, 
d y Fr se... ds Ld+1) 
(14*.) 5 5 5 de 2 (l=0,1,..8) 
dx, de, dx, 





ds?’ der ge 


sowohl Transformations- als auch Differentiationsinvarianten; in der Tat 
wird ja die erste Eigenschaft durch die Hinzufügung jener Potenz von d$ 


nicht geändert, und beim Übergang von & zu n multipliziert sich der erste 
ı “+ 1) L+1) ı u) 1) 2d+1 


Faktor mit (@ ) ‚während derzweiteindn ° = (& 2 a) u übergeht. 


Diese Bein sind also von den Differentialen d’x, allein A und 
können auch folgendermaßen geschrieben werden: 
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To: I; .».... T, 


dt, dz,, seos®e de, 


l I ı 
Gi: iR, 


Diese s+ 1 Invarianten sind endlich auch homogen, aber nicht 
von der nullten, sondern der Reihe nach vonder ersten, zweiten,... (s+ 1)‘ 
Dimension; sie können aber durch Hinzufügung geeigneter Faktoren leicht 
auf homogene Divisoren nullter Dimension zurückgeführt werden. 

Ist nämlich wieder u ein beliebiges Element des Körpers, und 
ersetzt man die Elemente z, durch uz,, so folgt aus den bekannten für 
jedes z=x, geltenden Gleichungen: 


UN —= U% 

d(ux) du dx 

5 Tag tra 

d’(ur) du du dx d? x 
GE ertgegte- ge 


za... .."r-......„uaemnm.a.„a„mme."„.„m—m..:..„...... »* 


daß jede der ) mit der entspre- 





chenden ursprünglichen durch eine Kompositionsgleichung: 
d’ (u7;) Pau\ ‚zZ 
(15. a) () (hin) 
zusammenhängt, wo (h,,) das Dreieckssystem (2-+ 1)'" Ordnung bedeutet: 
u, aD 


i de’ U, 0, u En | 
( «2) du ALL, . , (x,2=0,1,...D 
de ’ de’ yo,. 
u 
dessen Diagonalelemente alle gleich «x sind, während alle übrigen ganz- 
2 
zahlige Multipla der Ableitungen ae Tr. werden; also ist 'h,, = u'*'. 


Ersetzt man also jedes x, durch «z,, so multipliziert sich jede der De- 


terminanten (£+ 1)‘ Ordnung von (14*.), also auch der ganze Divisor mit 
18* 
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«'''‘, und damit ist bewiesen, daß jener Divisor die beiden ersten Inva- 


rianteneigenschaften hat und außerdem homogen von der (2+ 1)” Di- 
mension ist. 


Genau dieselben drei Eigenschaften besitzt offenbar auch die 
(2 -+ 1)" Potenz des größten gemeinsamen Teilers 3 = (z,, £,,...%,) jener 
s-+ 1 Elemente z,. Hieraus folgt, daß für jedes ? = 0,1,... die folgenden 
Divisoren: 


ar 
dx, da, di, 
de’ de’ de +2 














dE 2 
dr, dx, dx, 
1 ge ge 
(16.) d, (%o; ie.) = nn z,) FH 


alle drei vorher angegebenen Invarianteneigenschaften besitzen müssen, 
und sie sind die wichtigsten in der ganzen Theorie der algebraischen 
Funktionen und der ganzen Kurventheorie auftretenden Invarianten. 


Die erste dieser Invarianten /, ist offenbar gleich 1, von den fol- 
genden sind I,,,= 4,4, =""+=0, die s+1 übrigen 4,J4,...4, sind 
dann und nur dann alle von Null verschieden, also endliche Divisoren, 
Wenn %y, %,...%, linear unabhängig sind. Ist das nicht der Fall und 
ist das System (2, 2,...2,) vom Range o +1, also äquivalent einem 
System (d,, d,,... d,) von nur o+ 1 Elementen, so sind 4, 4,... 4, end- 
liche Divisoren, während alle folgenden Null sind. 

Ist allgemein x, = 5 wo &, der Generalnenner aller x, ist, wo 
also die s+ 1 Zähler teilerfremde ganze Divisoren einer Klasse Q@ sind, 
so ist wegen der dritten Invarianteneigenschaft jeder Divisor 4, von D, 
unabhängig, und wegen der zweiten Invarianteneigenschaft ist er auch 
nur von den Differentialen dQ®, nicht aber von der Differentiationsvari- 
ablen £ abhängig. Da endlich außerdem (29, 929,... 2%) =1 ist, so er- 
hält man die folgende einfachste Darstellung jener Fundamentalinva- 
rıanten; 
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9m, gm ICH Hy 
d2®, dD®,... dp 
(16*.) d, (To; I ... T,) u . 


d' PR Hr... de 


83. 


Die zu den Fundamentalinvarianten gehörigen Divisoren. Anwendungen. 


Es soll nun allgemein untersucht werden, wie oft ein beliebiger 
Primteiler ® in irgend einer von jenen Fundamentalinvarianten /,(z,) in 
(16.) enthalten ist. Wegen der Homogenität von 4, kann hier zunächst 
vorausgesetzt werden, daß der größte gemeinsame Teiler (z,, %,,... 2,) jener 
s+ 1 Elemente 9 nicht enthält, weil dies durch die Substitution von 
ux, an Stelle von =, für ein geeignet gewähltes « stets erreicht werden 
kann. Dann kann also der Nenner (z,, z,,...2,)'*" von 4, fortgelassen 
werden. Da /, zweitens Differentiationsinvariante ist, so kann für & ein 


1 ı 
Primteiler x für die Stelle P, also («— a)“ bzw. (7)', als Differentiations- 


Id+1) 
variable gewählt werden. Dann kann in 4, auch der Faktor dn ® fort- 


gelassen werden, da der zu dr gehörige Divisor nach der auf S. 128 ge- 
machten Festsetzung ® nicht enthält. Endlich kann und soll das System 
(29, %,...%,) durch ein äquivalentes für die Stelle P reguläres System 
(do, Öj,... d,) ersetzt werden. Hier ist die Ordnungszahl 7, des ersten 
Elementes d, gleich Null, weil n. d. V. der größte gemeinsame Teiler der 
%;, also auch der d;, genau durch $° teilbar angenommen werden konnte, 
und die entsprechenden Ordnungszahlen y,.../7, von d,,...0, bilden eine 
wachsende Reihe positiver ganzer Zahlen, so daß allgemein y, >: ist. 
Bezeichnet man für ein ganz beliebiges System (x,, &,,...2,) jene Ord- 
nungszahlen wie auf S. 133 durch (A, A1,-.. 9,), während sie für das jetzt 
zugrunde gelegte (w2,, u2,,... u%,) gleich (0,y,,...7,) genannt werden, 
so hängen jene Ordnungszahlen /, und y; offenbar durch die Gleichungen 


y=P— Po (0, 1,... 8) 


zusammen. 
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Hiernach ist also nur die höchste Potenz von rn zu bestimmen, 
welche in allen Determinanten (2+ 1)‘ Ordnung der (l+ 1)-reihigen 
Matrix 

> 
FR FR: 


9,09, 0... 


enthalten ist, in welcher allgemein d," = 
Man erkennt nun leicht, daß die Entwicklung der ersten Deter- 


minante dieses Systems: 


bedeutet. 


A 0 200 MI von, senrennnenc0ne ‚NUL ee 
Ö%, EEE Ö, De mit, ya es, ..., YmWITT ter 
Yly -Yar°te, er, Yyly—l)wart+ 

A? N AEe ©. ES EEE EEE TE PT 














das niedrigste Anfangsglied besitzt. Jedes der in ihr auftretenden Pro- 
dukte + d, d,;... di) beginnt nämlich genau mit 


BERTUTOFIBIF TER ze q dr D)+r tn 
’ 


da y,= 0 ıst, und der zu diesem Anfangsgliede gehörige Zahlkoeffizient 
ist die aus den Anfangskoeffizienten der df) gebildete Determinante (+ 1)'* 
Ordnung, welche, wie bekannt und leicht zu erweisen, gleich dem Diffe- 
renzenprodukt der Zahlen y, also von Null verschieden ist. Da jede an- 
dere von diesen Determinanten (2 -+ 1)" Ordnung genau ebenso wie diese 
gebildet ıst, aber ein größeres System von ÖOrdnungszahlen y hat, so ist 
jede von ihnen durch die erste teilbar, und da allgemein y, >: ist, so 
ergibt sich der folgende Satz: 

Alle Fundamentalinvarianten /,(z,) sind ganze Divisoren, welche 

durch die über alle Punkte ® der Riemannschen Fläche zu er- 

streckenden Produkte dargestellt sind: 


(17.) I, (20 I.) = Dr 
(P) 


Sie sind, wie auf S. 140 bewiesen wurde, endliche Divisoren, sobald 
(% %...%,) linear unabhängig sind; es gibt also dann nur eine endliche 
Anzahl von regulären Punkten 9, für welche wenigstens ein y, > ist. 
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Von diesen ganzen Divisoren 4, 4,, 4... 4, ist offenbar jeder 


durch den nächst vorhergehenden teilbar, denn jeder der s+ 1 Quotienten 
% 


Aı (%o T, se Eu 
Tr. 16 N ’ T ven“ TL, = 2 Kun —— II nl e I=0, yore. 8 
( ) ı( 0» ”ı ) di (2o. Be... z,) 9 P ( 1 ) 





ist ein ganzer endlicher Divisor, da nach der oben gemachten Bemerkung 
für jeden beliebigen Punkt 9 y,>/ ist. Wir haben (H. u. L. $S. 458) 
dieselben die Differentialteiler der Schar (x), &,,...%,) genannt und schon 
dort hervorgehoben, daß sie eine gewisse Verwandtschaft mit den Elemen- 
tarteilern des Systems (z/?) besitzen; sie sind aber mit diesen nicht identisch, 
denn 4, (%,,-..2%,) Ist ja, wie leicht zu sehen, nur der größte gemeinsame 
Teiler aller Unterdeterminanten (2+ 1)‘ Ordnung aus den (Ü+ 1) ersten 
Zeilen des (s+ 1)-reihigen quadratischen Systemes (z/?), aber nicht aus 
allen Determinanten (2 + 1)” Ordnung desselben. 

Jene Differentialteiler €, (x,, &,,... ,) haben aber mit den Elemen- 
tarteilern die Eigenschaft gemeinsam, daß jeder ein Multiplum des nächst 
vorhergehenden ist, denn es ist ja: 

= Alan zu...) = pn 
ein ganzer Divisor, da ja stets „, >y,_, Ist (vgl. auch H.u. L.a.a. O.). 





Ersetzt man wieder die Exponenten y, durch ihre Werte A,—/ß, und 
setzt man endlich allgemein 9; — P;_, = %, so daß jetzt die in dem regu- 
lären Systeme (d,, d,,... d,) enthaltenen Potenzen P”, W:,... 9% durch 


1”, eh Yrrata, RN yarartı- +a, 


bezeichnet sind, wo «a, positiv, Null oder negativ sein kann, während 
0%, &y,... a, positive ganze Zahlen sind, so ergibt sich für die obigen Quo- 
tienten die folgende einfache Darstellung: 


(18.) 3 (2... 1). 
un (P) 


Die hierdurch eingeführten ganzen Divisoren 3,, 38,... 3, wurden a. a. 0. 


te 


als der erste, zweite, .... s" Verzweigungsteler der Schar (2, %,,...x,) be- 
zeichnet. Die vorstehenden Betrachtungen zeigten, daß sie Transforma- 
tions- und Differentiationsinvarıanten und daß sie außerdem homogen von 


der nullten Dimension sind. Zu ihnen tritt noch der größte gemeinsame 


Teiler 
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(18*.) 3, = (ty Zu: %) = IP" 
(P) 


jener s-+ 1 Elemente, welcher die beiden ersten Invarianteneigenschaften 
ebenfalls hat, aber homogen von der ersten Dimension ist. Die Gleichungen 
(18.) und (17*.) lehren, daß sich die Differentialteiler €, und die Fundamen- 
talteiler 4, aus den Verzweigungsteilern 3, und 3, durch die einfachen 
Gleichungen: 





€ = % 31... 3: 
19. 
ne. = 
zusammensetzen. 
gm d I(i+1) 
’ ® 2 
Befreit man die (' = :) Elemente — z. 4 der Matrix 





Fri von ihrem soeben bestimmten größten gemeinsamen Teiler 
0 


m 


d,= 3 35"... 3, so erhält man (} + 1) ganze Divisoren %;?, welche wir a.a. O. 


S.458. die Tangentialkoordinaten /'* Ordnung der Divisorenschar (2%,, &,, ... %,) 
genannt haben, weil sie die naturgemäße Verallgemeinerung der Tangential- 
oder Linienkoordinaten einer ebenen Kurve für mehrdimensionale Räume 
sind. Aus den so sich ergebenden Gleichungen: 

(20.) Par 3 = gl...2,20 
ergibt sich zunächst, daß alle Tangentialkoordinaten derselben Ordnung einer 
und derselben Divisorenklasse angehören, weil ja jeder Quotient TP/I® = 44% 
ein Divisor der Hauptklasse ist. 

Bezeichnet man endlich die gemeinsame Ordnungszahl aller Divi- 
soren 3” durch n,, wobei n=—n und n, offenbar gleich Null ist, und 
sind w, die Grade der Verzweigungsteiler 3, wobei w, den Grad von 3% 
bedeuten soll, so ergeben sich aus den Gleichungen (20.), da jede Deter- 
minante 4}? den Grad Null und der Divisor von d$ den Grad 2 (p—Il) 
besitzt, die a. a. O. bereits abgeleiteten allgemeinsten Plückerschen Formeln: 


(20) ZU+1)P -Y)=n+l+1)wtlw+.-+w, 


Die Resultate dieser allgemeinen Untersuchung ergeben nun un- 
mittelbar die geschlossene Darstellung des zu einem beliebigen Differen- 
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tiale dx gehörigen Divisors &,.. Es sei nämlich z = . die Divisorendar- 


7 


stellung der zu dx gehörigen Funktion z; betrachtet man dann die zu 
den beiden Elementen. 1 und z gehörige Funktionenschar, so ist ıhr 


rößter gemeinsamer Teiler 3, = (1, mi! und ihr Verzweigungsteiler 
g = 0 -. n, gung 


3,= 3. Für diese Schar existiert neben 4, = 1 nur die eine der soeben 
betrachteten Fundamentalinvarianten: 








u 
0 dz| ds 
CHE: 1, 
d, = rau dan =9,, 
und aus ihr ergibt sich die gesuchte Darstellung des Divisors D,, 
Be - 
(21.) 2.= m: 


Alle diese Divisoren 9, Durr,... gehören zu einer und derselben Divisoren- 
klasse W, der sog. Differentialklasse, da der Quotient zweier Differentiale 
ja ein Element des Körpers ist. Sind also n, und w, die Grade von z, 
d. h. von n, und von 3,, so haben alle diese Divisoren Q,,.%,..... den 
gleichen Grad, d. h. w,— 2n, ist eine für alle Elemente x unveränderliche 
ganze Zahl, welche, da w, eine gerade Zahl ist, gleich 2(p — 1) gesetzt 
werden kann. Hier ist p bekanntlich eine nicht negative ganze Zahl, 
welche das Geschlecht des Körpers K (z,u) heißt. 

Allgemeiner gehört zu jedem Divisor & der Differentialklasse W 
ein Abelsches Differential dw, welches für eine beliebige Differentiations- 
variable dx in der Form dw=y,dz geschrieben werden kann, wo Y, 
ein Element des Körpers ist; in der Tat kann ja jeder solche Divisor 


= 2% gesetzt werden, wo I, ein Divisor der Hauptklasse ist, also zu 


einem Elemente % des Körpers gehört. Umgekehrt gehört zu jedem 
Differential dw=y,dx ein bestimmter Divisor von W. Je nach der 
Wahl der Differentiationsvariablen kann das zu einem bestimmten Divisor 
I. gehörige Differential in jeder der Formen y,dx = y„dx’ = --- dargestellt 
werden. 

Um nun die Beziehung zwischen dem zu dw gehörigen Abelschen 
Integrale w= /y,dx und dem Divisor Q,,, aufzusuchen, betrachte ich wieder 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 19 
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einen beliebigen Primteiler $, welcher in Q,, etwa d Male enthalten sei. 
Ist dann n eine Primfunktion für die Stelle P und ist für x als Differen- 


3: 


Yı n?’ 


weil P in 3, und n, nicht enthalten ist, daß Dy, auch genau durch $° 


tiationsvariable dw= y,-dn, so folgt aus der. Gleichung 2,,=& 


teilbar, daß also, in der Umgebung von $, y„=c«,n+.+»- ist. Durch 
gliedweise Integration erhält man also das Resultat, daß, wenn w, die 
Integrationskonstante bedeutet: 


o— = /(un'+:-.) dr 
genau mit n“*'! oder lgr beginnt, je nachdem ds — 1 oder d= —1 ist, 
d. h. es besteht der Satz (vgl. H. u. L. S. 296): 
Ist P ein d-facher Teiler des zu dem Differentiale dw gehörigen 


Divisors Q,,, so ist das Integral » — w, entweder durch ®°+! oder 
durch lg ® teilbar, je nachdem d>— 1 oder d= — 1 ist. 











Das quadratische Reziprozitätsgesetz im beliebigen 
quadratischen Zahlkörper. 


Von Herrn W. Welmin in Warschau. 





Der vorliegende Aufsatz ist eine kurze Wiedergabe meiner in rus- 
sischer Sprache unter demselben Titel verfaßten Schrift, welche 1913 
in einer Sonderausgabe und 1914 in den „Warschauer Universitätsnach- 
richten‘ erschienen ist. 

Durch Verallgemeinerung der Methode Dirichlets*) ist es mir ge- 
lungen, die Richtigkeit des Hulberischen Reziprozitätsgesetzes für einen be- 
liebigen quadratischen Zahlkörper ganz elementar nachzuweisen. Soviel 
mir bekannt, hat nur Dörrie**) in seiner Dissertation eine analoge Methode 
angewandt. Jedoch untersucht er einen ganz vereinzelten Fall des qua- 
dratischen Zahlkörpers mit einer einzigen Idealklasse. Daher dürfte viel- 
leicht eine in deutscher Sprache gehaltene Veröffentlichung der von mir 
erzielten Resultate einiges Interesse wachrufen. 


Erstes Kapitel. Allgemeine Reziprozitätsgesetze für quadratische Zahlkörper. 

$ 1. Die Berechnung von Legendres Symbolen des quadratischen 
Zahlkörpers kann leicht auf die Berechnung eben solcher Symbole des 
rationalen Körpers zurückgeführt werden. Wir wollen das ungerade Prim- 





*) Dirichlet, Demonstration d’une propri&t® analogue ä& la loi de r&ciprocite, 
qui existe entre deux nombres premiers quelconques, Werke, Bd. I, pp. 173—188. 

Dirichlet, Recherches sur les formes quadratiques & coefficients et & indöter- 
mindes complexes, Werke, Bd. I, pp. 533—618. 

**) Dörrie, Das quadratische Reziprozitätsgesetz im quadratischen Zahlkörper 
mit der Klassenzahl 1, Inaugural-Dissertation, Göttingen 1898. 
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ideal des Zahlkörpers mit p bezeichnen; wir werden nur zwei Fälle, jeden 
für sich, durchzugehen haben. 

Erster Fall. Die Norm des Ideals p ist eine rationale Primzahl. 
Die Diskriminante des quadratischen Zahlkörpers sei 0. Wir können nun 
schreiben: 





Hier ist p eine rationale Primzahl, und das Symbol N bezeichnet 


die Norm. Angenommen, « = . sei eine beliebige ganze Zahl des 


quadratischen Zahlkörpers, so erhalten wir leicht: 


Vö=b(mod.2p, o—=" te (mod. p). 





mim bezeichnen wir durch k. Die Legendreschen 


Symbole (2) und (5) des quadratischen Zahlkörpers sind einander ersicht- 


Die ganze rationale Zahl 


lich gleich. Auf Grund der Bestimmung des Symbols haben wir 


(| =< un vum — m (mod. p). 


Für das Symbol 4 des rationalen Körpers haben wir die Kongruenz 
G) ze (mod. p), 
hieraus erhalten wir die Gleichungen: 
k k @ k 
(1. u 
Zweiter Fall. Die Norm des Ideals p ist das Quadrat einer ra- 
tionalen Primzahl. 


Wir haben p = (p), wobei () =— 1 und folglich IT = — 1 (mod. p). 





Wir nehmen «= " un vö an und schreiben 
2Be=m+n Y ö, 


(2a)? = m’ + °F m’ VÖ (mod. p), 

m’ = m (mod.p), n?’ = n (mod. p), 
(2o”’=m—n YO=2ua’ (mod. p), 
2? =2(mod.p), «’ = «’ (mod. p). 
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Hier ist « eine mit &« konjugierte Zahl. Die Norm der Zahl « bezeich- 


nen wir durch A; wir erhalten leicht: 
m 1 uch. p—1 


A=aa = a”’*'(mod.p), « 2? =a ? =4 : (mod. p). 
So kommen wir zu der Gleichung 


(2.) ME -(5) A=N (a). 


Die Gleichungen (1.) und (2.) au Legendres Symbole des quadratischen 
Zahlkörpers zu inte 

$ 2. Die Berechnung von Jakobis Symbol des quadratischen Zahl- 
körpers kann leicht auf die Berechnung der Symbole des rationalen Kör- 
pers zurückgeführt werden. 


Zuerst wollen wir Jakobis Symbol a betrachten, wo a eine ganze 


rationale Zahl ist. Wir Pr die en ang Formel beweisen: 


(2). =) 4= 


wo % -) Jakobis Symbol des rationalen Körpers ist. Ersichtlich genügt es, 
die Euamei (3.) für den Fall zu beweisen, daß a eine rationale Primzahl ist. 
Wenn die Zahl a eine Primzahl im quadratischen Zahlkörper bleibt, 
so geht die Richtigkeit der Formel (3.) direkt aus der Gleichung (2.) hervor. 
Wenn die Zahl a=p im quadratischen Zahlkörper zerlegbar ist, 
so können wir schreiben 


D = Po dı= [9 I 


_— 
= 0 (mod.4p) 
m +nVo r ' ; 
Es sei @ = - nach Formel (1.) können wir schreiben: 
Ki k, = 
le) [e1-(@), 
m + nb m— nb 
ae w ‚= m ea, 


Laut der Bestimmung von Jakobis Symbol haben wir: 


bit = (>) 


Andererseits erhalten wir leicht: 
,k=- m’—nb_m—no _ 5, 


So erweist sich die Formel (3.) als richtig. 
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Betrachten wir nun Jakobis Symbol (e} wo u eine ganze Zahl des 


Körpers ist, welche keine rationalen Teiler hat. Die Fundamentalbasis 

des Körpers sei aus den Zahlen [1, ©] gebildet; wir nehmen an: 
a=a+b9, u=m+ndO. 

In Anbetracht der Gleichung ne — bu= an — bm können wir schreiben: 


na = an — bm (mod. u), (2) = (-} Bst 


Nun wollen wir die Zahl # in das Produkt der Primideale zer- 
legen: u=P,ßz... pP, Die Norm des Ideals p, ist augenscheinlich eine 
rationale Primzahl 9,. Angenommen, es sei N(#«)=M, so erhalten wir die 
Gleichung M = 9, Pg... ?. Ferner haben wir: 


I -- 


an — ie an — gt 
BEIN 
Endlich erhalten wir folgende Gleichung 


(@) Fi BE 


Hier ist M=N(m+n0); die Zahl m-+n© hat keine rationalen Teiler. 

$3. Wir wollen die ganzen Zahlen « und f des quadratischen 
Zahlkörpers betrachten, welche relativ prim zueinander und zu der Zahl 
2 sind, welche keine rationalen Teiler haben und durch die Gleichungen be- 
stimmt werden 











e=4,+9%9, P=b+b9. 
Die Normen der Zahlen «& und % wollen wir durch A,B bezeichnen. 
Auf Grund der Formel (4.) können wir folgende Gleichungen niederschreiben: 


NO 


Hieraus erhalten wir leicht eine neue Gleichung 


ID 











Wir wollen jetzt eine neue Zahl y des quadratischen Zahlkörpers betrachten, 
indem wir sie durch folgende Gleichung definieren: 

yzdß=a+%9. 
Hier bezeichnet « eine mit « konjugierte Zahl. Mühelos erhalten wir 
die Beziehung 


.=d&— ab,. 
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Die Norm der Zahl y wollen wir © nennen; ersichtlich ist O= AB. Die 
Zahl c, ist relativ prim zu A und B, hieraus folgt, daß y keine ratio- 
nalen Teiler haben kann. Wir erhalten die Formel: 


ay (Pl _(—1INfAae\ (be\ (Ce 
-DOR 
Nun wollen wir das neue Symbol [w] durch folgende Bedingung definieren: 
Es si u =m-+nO eine ungerade Zahl des quadratischen Körpers ohne ra- 


tionale Telder und M=N (u); wir setzen (7)= [«]. Mit Hilfe dieses 
neuen Symbols erhalten wir die Korrelation: 


(8). = CD Teltlte 2) 
welcheden Ausgangspunkt bei der Konstruktion der Reziprozitätsgesetze bildet. 

$ 4. Um zu der Berechnung der Symbole [«], [2], [e’ £] schreiten 
zu können, müssen wir uns mit der Einteilung der ungeraden Zahlen 
des quadratischen Zahlkörpers in besondere Gruppen, die wir Kategorien 
nennen wollen, bekannt machen. 

Es sei « eine gewisse Zahl des Körpers, die relativ prim zu 2 ist; 
die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Körpers, die relativ prim zu 2 sind 
und die nach dem Modul 4 mit dem Produkt a ß*, wo ß eine beliebige ganze Zahl 
ist, kongruent sind, heißt eine Kategorie der Zahlen des quadratischen Körpers. 

Um Raum zu ersparen, werden wir in der Folge nur die quadratischen 
Zahlkörper prüfen, die durch die Zahl O=Y4k+2 bestimmt werden; in 
meiner russischen Arbeit habe ich auch die übrigen Typen der quadra- 
tischen Zahlkörper in allen Einzelheiten geprüft. 

Es ist leicht, sich davon zuüberzeugen, daß der Körper X (©) vier Kat- 
egorien hat, von denen jede aus zwei Klassen nach dem Modul 4 besteht. 
Wir erhalten folgende Tabelle der Vertreter der Klassen aller Kategorien 


I Kategorie 1 ,3+20 
II Kategorie | 1+20, 3 
III Kategorie 1 u 0, 3+ "u 
IV Kategorie | 1+30, 3 +30 


Zum Bestand der ersten Kategorie gehören die Zahlen, welche nach 
dem Modul 4 einem vollen Quadrat kongruent sind; solche Zahlen heißen, 
wie bekannt, Primärzahlen. 











(6.) 
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Die Gesamtheit der Zahlen, welche mit den Zahlen der gegebenen 
Kategorie konjugiert sind, bildet augenscheinlich eine neue Kategorie, 
welche man als mit der ursprünglichen konjugiert bezeichnen kann. Mühe- 
los erhalten wir so eine Tabelle der konjugierten Kategorien 





Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die Kategorie des Produkts 
« # durch die Kategorien der Multiplikatoren & und / vollständig definiert 
wird. Man kann folgendes Theorem aussprechen: 

Das Produkt zweier Zahlen ein und derselben Kategorie ist eine pri- 
märe Zahl. Das Produkt der Zahl « mit einer primären Zahl gehört zu 
derselben Kategorie wie die Zahl «. Das Produkt zweier nicht primärer 
Zahlen « und P verschiedener Kategorien gehört einer nicht primären Kat- 
egorie an, die verschieden von denen der Multiplikatoren ist. 

Wir wollen jetzt die Zahl u=m-+n® des quadratischen Zahl- 
körpers, welche eine positive Norm und keine rationalen Teiler hat, be- 
trachten. Wir nehmen an: 

(7.) N (u)=M=m’— (4k + 2) n?. 

Wir wollen das Vorhandensein der folgenden Eigenschaften der Zahl u im Ab- 
hängigkeitsverhältnis zu der Kategorie, zu welcher diese Zahl gehört, beweisen: 
































| I Kategorie | M = 1 (mod. 8) | fal=+1 | 

| II Kategorie | M = 1 (mod. 8) [u]l=+1 
18.) Ä III Kategorie IM=-3 (mod. 4) x [u] = + 1 

I -W Kategorie | M = 3 (mod. u [u] = ar 








Die Kongruenzen der zweiten Kolumne der abgebildeten Tabelle sind aus 
der Formel (7.) und der Tabelle (6.) leicht erhältlich. Die Gleichungen 
der letzten Kolumne können wir auf folgende Weise erhalten: 

1) Die Zahl u gehört der Kategorie I oder II an. Wir nehmen 
an: n = 2° n,, won, eine ungerade Zahl ist. Die Kongruenz M = m? (mod, n) 


ergibt (.) —=+1. Mit Hilfe des Reziprozitätsgesetzes des rationalen 


Körpers erhalten wir (*) =+ 1,da M>>0. Weiter haben wir M =1(mod. 8), 
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2 n 
daraus erhalten wir (7) = ], (7) =+1l,d.h [#]=+1. 
2) Die Zahl x gehört der Kategorie III an. Wir haben M =3 
(mod. 4), n=1 (mod. 4). Die Gleichung (=) = +1 gibt (7)=[u]=+1. 
3) Die Zahl # gehört der Kategorie IV an. Wir haben M=3 
M ' n 
(mod. 4), n=3 (mod. 4). Die Gleichung (—)= + 1 gibt (7)= [u]=—1. 


Jetzt haben wir die Möglichkeit, das Produkt {5} |-] im Abhängig- 


keitsverhältnis zu den Kategorien der Zahlen « und ß zu berechnen, ge- 
setzt, daß die Normen dieser Zahlen positiv sind. Die Norm der Zahl 
a’ ıst augenscheinlich auch positiv. 


Fall I. Die Zahl. « ist eine primäre Zahl. Tafel (8.) ergibt (=.") 
=+1,[@e]=+1. Die Zahlen $# und «’ £ gehören ein und derselben Kat- 
egorie an, daher [#] = [e’ #]. Nach Formel (5.) erhalten wir (2) [£) =+1. 

Fall II. Die Zahlen & und f gehören beide der Kategorie II an. 
Wir haben (Z) =+1,[fe]=[%]=+1. Die Zahl «’£ ist eine primäre 
Zahl, daher [@’%]= + 1. Formel (5.) ergibt B (2) =+1. 

Fall III. Die Zahl « gehört der Kategorie II an, die Zahl 3 der Kat- 
egorie III oder IV. Wir haben: (—) =+1,[fe]=+1. Von den Zahlen 
P, «’ß gehört eine der Kategorie III, die andere der Kategorie IV an, 
daher [?][@«’%] =—1. Formel (5.) ergibt (2) (2) = —1. 


Fall IV. Die Zahlen &@ und ? gehören beide ein und derselben Kategorie 
III oder IV an. Die Zahl «’ß gehört der Kategorie II an. Wir haben 


—1 , i 
(=) = —1,[@e]=[fP]), [e’$]= + 1. Formel (5.) ergibt 13) (2) =—|1. 
Fall V. Die Zahl « gehört der Kategorie III, die Zahl 5 der Katego- 
rie IV an. Die Zahl «’ % ist augenscheinlich eine primäre Zahl. Wir haben 


(Z) = — 1,[e]= +1,[f]=-—1,[e'ß]=+ 1. Formel (5.) ergibt dann 


bld-+n 
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Die erhaltenen Resultate kann man in Gestalt der unten abgebilde- 
ten Tafel darstellen, in welcher die Werte des Produkts (} a im Ab- 
hängigkeitsverhältnis zu den Kategorien der Zahlen « und ß gegeben sind: 
































' Kategorien I u |. | W 
I +1 +1 +1 f Yu 
(9.) II +1[/ +1|/-1ı1|-1 . 
II Fa TarT 27 pr | 
ee FELSETEE SE 














Die Tafel (9.) wollen wir die Tabelle der Reziprozitätsgesetze des 
quadratischen Zahlkörpers X (V4k-+2) nennen. Diese Tabelle gibt die 


Werte des Produkts 15) [e} in der Voraussetzung, daß « und f£ Zahlen 


sind, die positive Normen, aber keine rationalen Teiler haben. 

$ 5. Im vorliegenden Paragraphen wollen wir den Fall be- 
trachten, in welchem zum mindesten eine der Zahlen « und f negative 
Norm hat; beide Zahlen &© und f wollen wir wie bisher als der rationalen 
Teiler ermangelnd voraussetzen. 

Fall I. Die Zahl « hat eine positive Norm, die Zahl $ eine ne- 
gative; die Norm der Zahl «’ß ist augenscheinlich negativ. 


Da A>>0, so werden die Symbole (>) und [«] nach den Regeln 


des vorhergehenden Paragraphen berechnet. Wenn 5,>0, %>0, so 
werden die Symbole [%] und [e’P] auch nach den Regeln des vorher- 
gehenden Paragraphen berechnet. Wenn ,<-0, &<{0, so unterscheiden 
sich die Symbole [#] und [«’#] durch Vorzeichen*) von der entsprechenden 





*, Wir ziehen hier die bekannten Formeln in Betracht: 





P\(4 am wei e 
G) zu u, A ?2 ,„ wenn sich unter den Zahlen 9,9 mindestens eine positive 
befindet, 

9—1_ gi 
?)E)- — (—1) 2 2 ,„ wenn beide Zahlen p, q negativ sind, 





—1 er 
( = - — (—1) 2, wenn die Zahl p negativ ist. 
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Größe der Tafel (8.); das Produkt [P][e’?] hat den früheren Wert. 
Wenn endlich b,c,<_0, so ist eines der Symbole [/], [«’P] in Tafel (8.) 
gegeben, das andere hat das entgegengesetzte Vorzeichen, wie in der Tafel 
(8.); das Produkt [#][«’/] unterscheidet sich durch das Vorzeichen von 
seinem früheren Werte. 

Wir erhalten das folgende Theorem: Es se «= a,+a,6, P=b,+ b,6, 
« B=c, + 0, N(a) >0, N(P) <0. Wenn b,c;, >0, so ist das Produkt 


[2 [e) in Tafel (9.) gegeben. Wenn b,c, <0, so unterscheidet sich das 


Produkt 13) (?) durch das Vorzeichen von der entsprechenden Zahl der Tafel (9.). 


Späterhin werden wir die Form der ın diesem Theorem enthaltenen 
Kennzeichen bedeutend vereinfachen. 

Fall II. Beide Zahlen « und 5 haben negative Normen; in diesem 
Fall ist die Norm der Zahl «’/ augenscheinlich positiv. Mühelos ziehen 


wir folgende Schlüsse: 

1.) Das Symbol (=) wird mit Anwendung der Formel (Z)= — hlerz 
berechnet. 2.) Wenn a,b, >0, so kann das Produkt [«][?] mit Hilfe 
der Tabelle (8.) berechnet werden. 3.) Wenn a,b, < 0, so unterscheidet 
sich das Produkt [«@][/] durch das Zeichen von der Zahl, welche wir mit 
Hilfe der Tabelle (8.) erhalten. 4.) Das Symbol [e’P] ist immer auf 
Tafel (8.) gegeben. Wir erhalten augenscheinlich die Möglichkeit, folgendes 


Theorem zu formulieren: Es se e=a,+99, P=b, +59, Ne) < 0, 


N(P)<.0. Wenn a,b, <-0, so gibt Tafel (9.) das Produkt (=! (el. Wenn 


a,b, > 0, so unterscheidet sich das Produkt (3) (2) von der entsprechenden 
Zahl der Tabelle (9.) durch das Vorzeichen. 


$ 6. Jetzt wollen wir versuchen, uns von der Einschränkung zu be- 
freien, welche in der Voraussetzung liegt, daß die Zahlen «& und / keine 
rationalen Teiler haben. 


Wir wollen zuerst dierationale ungerade Zahla unddie Zahl ß, die relativ 
prim zu ihr ist und keine rationalen Teiler hat, betrachten; die Norm der 
Zahl 8 bezeichnen wir durch B. Die Formeln (3.) und (4.) geben die 
Gleichung 


20 * 
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HD 


mit deren Hilfe es nicht schwer ist, sich von der Anwendbarkeit beider 
Theoreme des vorigen Paragraphen auf den vorliegenden Fall zu überzeugen. 
Wir erhalten auch folgendes Theorem, dessen wir uns unten bedienen 


wollen: Wenn die rationale ungerade Zahl a positiv ist, so ist das Produkt A (El 


immer in Tafel (9.) gegeben. 
Wir wollen jetzt die rationalen Zahlen a und b betrachten. 
Da die Normen dieser Zahlen a? und 5? sind, so erhalten wir nach Formel 


\ s a) fb 
(3.) die Gleichung (71 u 
phen sind auch hier anwendbar, wie man bei Prüfung der Tafel (9.) auf 
den ersten Blick sieht. 


Wir wollen uns endlich die ganzen Zahlen & und £ ansehen, die 
relativ prim zueinander und zu der Zahl 2, jedoch in jeder anderen 
Hinsicht ganz beliebige Zahlen sind. Die größten rationalen Teiler dieser 
Zahlen wollen wir dementsprechend mit a und 5 bezeichnen; ersichtlich 
können die Zahlen a und 5b immer als positiv gelten. Wir setzen 
a=au, ß=bv. Die Eigenschaften von Jakobis Symbolen erlauben uns, 


N =-+ 1. Die Theoreme des vorherigen Paragra- 


folgende Gleichung zu schreiben: 


BIDEINIDBHIHDEHEHEr 


Auf Grund des Vorigen sind die Produkte (2 E; (e\ [e. [el Mi immer 
in Tafel (9.) gegeben. Hieraus geht hervor, daß die Produkte (2 [e) 


und [51 (2} entweder gleichzeitig in Tafel (9.) gegeben sind, oder sich 


beide durch die Vorzeichen von den entsprechenden Zahlen dieser Tabelle 
unterscheiden. Die Ungleichungen « >0, b>0 gestatten uns leicht einen 
Schluß auf die Anwendbarkeit der beiden Theoreme $ 5, welche sich so als 
allgemein gültig erweisen. 

$ 7. Die Theoreme $ 5 können anders gefaßt werden, so daß ihr 
Inhalt bestimmter wird. 
Da die Zahlen der imaginären quadratischen Zahlkörper immer po- 
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sitive Normen haben, so können wir von ihnen absehen und ziehen nur 
den Fall reeller Zahlkörper in Betracht. Die Fundamentalbasis des 


Körpers sei aus den Zahlen [1, ©] gebildet, wo 9=\m oder ah ; 


dann erhalten wir die Ungleichungen 9 >0, @<-0. Es ist leicht, sich 
von der Richtigkeit folgender Hilfstheoreme zu überzeugen: 


1) Es sa @=a+b0O eine Zahl des quadratischen Zahlkörpers mit 


einer positwen Norm. Das Vorzeichen dieser Zahl stimmt mit dem der 
rationalen Zahl a überein. 


2) Es si «a =a+bO eine Zahl des quadratischen Zahlkörpers mit 
evner negatwen Norm. Das Vorzeichen dieser Zahl stimmt mit dem der 
rationalen Zahl b überein. 


Auf Grund dieser Theoreme können wir leicht die Theoreme $ 5 
in folgender Gestalt darstellen: 


1) Es seien « und P ungerade Zahlen des quadratischen Zahlkörpers, 
die relativ prim zueinander sind, wobei N («) >0, N (P) <0. 


Tafel (9.) liefert uns das Produkt A (e) nur in dem Falle, wo «0. 


2) Es seien « und P ungerade Zahlen mit negatwen Normen, die 


relativ prim zueinander sind. Tafel (9.) liefert uns das Produkt (3) (21 


nur in dem Falle, wo eB <0. 
Erinnern wir uns jetzt an die Definition der Ailbertschen Symbole *) 


ua Er; 


Das Symbol A bezeichnet die Zahl + 1, wenn zum mindesten eine 








der Zahlen « und P positiv ist; im entgegengesetzten Falle bezeichnet das Sym- 


bol die Zahl —1. Das Symbol |} wird durch die Gleichung |} = [°F 


bestimmt. 
Es ist nun nicht schwer, sich von der Richtigkeit des folgenden 
Endtheorems zu überzeugen: 





*) Hilbert, Über die Theorie der relativ- Abelschen Zahlkörper, p. 376. 
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Tafel (9.) gibt in allen Fällen die Werte des Produkts [af [#*) } }. 


[04 
In diesem Theorem sind die allgemeinen Reziprozitätsgesetze der ungeraden 
Zahlen des quadratischen Zahlkörpers enthalten. 


Zweites Kapitel. Von den quadratischen Normenresten in einem beliebigen al- 
gebraischen Zahlkörper. 


$ 1. Für das weitere Studium der Reziprozitätsgesetze der quadra- 
tischen Zahlkörper werden wir die Eigenschaften der Hdbertschen Normen- 
reste ausnutzen müssen. Ich werde den Inhalt der $$ 7,8 und 9 des 
Hilbert schen Artikels ‚‚Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers‘“‘, 
welcher in den Mathematischen Annalen, Bd. 51, abgedruckt worden ist, 
als bekannt voraussetzen. Alle Erwägungen der angeführten Pa- 
ragraphen beziehen sich auf jeden beliebigen algebraischen Zahlkörper. 
Das Theorem 12 in $8 bleibt richtig auch in Anwendung auf die Normen- 
reste nach den Primidealteilern der Zahl 2; der Hübertsche Beweis kann 
ohne jegliche Veränderung auch auf diesen Fall übertragen werden. In 
den folgenden Paragraphen werden wir einige für einen beliebigen algebra- 
ischen Zahlkörper gültige Theoreme beweisen, welche sich nicht bei Hilbert 
finden oder von ihm unter einschränkenden Voraussetzungen in bezug auf 
den Zahlkörper bewiesen sind. 

$2. Wenn die Zahl u quadratischer Rest nach dem Ideal w_ ist, 
so ist eine beliebige Zahl v der Normenrest des Zahlkörpers K (Vu) nach 
dem Ideal w. 

Es seien die Zahlen « und 2 genau durch w’ und mw’ teilbar; 
wir können dann folgende Kongruenz schreiben: 


u =y” (mod. w’+***), 
Hier ist e eine beliebige positive Zahl; y ist irgendeine ganze Zahl des Körpers, 
welche genau durch 2 teilbar ist. Die Zahl a ist ersichtlich eine gerade Zahl. 
Jetzt wollen wir folgende Zahl A, des Körpers K (Vu) bilden: 
A=(r+1)y+(»—1) Vu. 


Hieraus erhalten wir mühelos: 
N (A)= +1 ?—— 1u=(r+ 1) — (vr — 1)? 9° (mod. wete+%), 
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(10.) N, (A,) = 4y? v (mod. w‘*" +), 
Hier bezeichnet das Symbol N, (A,) die Relativnorm der Zahl A,.. 


Die Zahl 2y ist genau durch mw? *’ teilbar; es sei d eine zu w relativ 





prime ganze Zahl, welche durch das Ideal 27 teilbar ist. Wir wollen 


a 
we +! 


die Zahl A folgendermaßen definieren: 
A,-6 
2y 
Die Zahl A ist eine ganze Zahl, da wir folgende Relationen haben: 
EN (A), 
4 
hier ist mit A’ eine mit A relativ-konjugierte Zahl bezeichnet. 
Die Kongruenz (10.) kann in folgender Gestalt geschrieben werden: 
d?y = N, (A) (mod. m‘). 
Wenn wir die Zahl d, durch die Kongruenz Jd, =1 (mod. m‘) 
definieren, so erhalten wir: 
v=N, (Ad,) (mod. mw‘). 
Da der Exponent e ganz beliebig ist, so erscheint die Zahl » als 


A 





AtA=(v+1)d, AN= 


Normenrest des Körpers X (Yu) nach dem Ideal w, was zu beweisen war. 
$3. Es sei die Zahl u genau durch w“ und die Zahl 2 genau 

durch w' teilbar. Wenn eine Kongruenz u =u, (mod. w”+"+') statt- 

findet, so gilt folgende Gleichung: 

f in - rl, 


Im w J 
Bei der Beweisführung werden wir drei Fälle zu betrachten haben. 
Erster Fall. Beide Zahlen « und u, sind volle Quadrate. Auf 


Grund der Bestimmung des Normenrestsymbols haben wir die Gleichungen: 


Fi) ET‘ De) - +1, 


Zweiter Fall. Eine der Zahlen, z. B. u,, ist ein volles Quadrat; 
dann ist die Zahl « quadratischer Rest nach dem Ideal w. Die Bestim- 
mung des Normenrestsymbols und das Theorem $ 2 geben uns die Gleichungen: 


BAl-4 Bari 


Dritter Fall. Keine der Zahlen « und u, ist ein volles Quadrat. 
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In diesem Falle wird das Theorem durch Helberts Erwägungen bewiesen *), 
welche einen elementaren Charakter tragen und auf einen beliebigen alge- 
braischen Zahlkörper sich beziehen können. 

Eine unmittelbare Verallgemeinerung des bewiesenen Theorems 
bildet der weitere Satz: Es sei die Zahl u genau durch w* und die 
Zahl v genau durch w’ teilbar. Wenn die Kongruenzen „= ou 
(mod. w+*+!) und „= f*v (mod. w"t?’+!) stattfinden, wobei a und ß 
relativ prim zu w sind, so gilt folgende Gleichung: 


aan, 


$4. Sind u,v beliebige ganze Zahlen des Körpers und w vrgendein 
Primidealteller der Zahl 2, so ist stets 


alt 


Ersichtlich genügt es zu beweisen, daß aus der Gleichung jr N = +1 die 





Gleichung er =-+ 1 hervorgeht. Es seien die Zahlen # durch w“ und 


v durch mw’ genau teilbar. Laut unserer Voraussetzung können wir fol- 
gende Kongruenz schreiben: 


v=N, Pr Ben Ye) (mod. m‘), 





oder 

(11.) vy?= a” — Pu (mod. w’*?°). 
Mit c haben wir den höchster Exponenten bezeichnet, mit welchem das 
Ideal w in der Zahl y aufgeht. Da der Exponent e beliebig groß sein 
kann, so können wir immer die Ungleichung 

(12) e>4l+b+2 

voraussetzen. Die Kongruenz (11.) kann in folgender Gestalt geschrieben 
werden: 

(13.) Pu=®—yYv=N,(a+yV») (mod. w‘**). 
Es sei die Zahl ß genau durch w” teilbar. Besteht die Ungleichung 
e+2c>21+2d+a+1, so erlaubt uns die Kongruenz (13.) folgende 


Gleichung zu schreiben: [er = +1; hieraus erhalten wir je 2” =+1. 








*) Hilbert, Relativquadratischer Zahlkörper, p. 96. 
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Jetzt wollen wir die entgegengesetzte Ungleichung voraussetzen: 

e+2c<2l!+2d+a+l. 

Wir haben 2d+a>e+2c—21!—1. Die Kongruenz (11.) erlaubt uns 

zu schreiben 
Yv= a: (mod. w’+?°-%!-1), 

daher erhalten wir mühelos 

(14.) v=oi (mod. w‘=?'-1), 

wo «, irgendeine ganze Zahl des Körpers ist. Die Ungleichung (12.) 

gibt uns e—2/!—1>21!+b+1. Die Kongruenz (14.) zeigt, daß die 

Zahl v quadratischer Rest nach dem Ideal w ist. Das Theorem $ 2 gibt 


uns die Gleichung [*} = + 1. 


Es ist also das Theorem dieses Paragraphen in allen Fällen ohne 
Ausnahme bewiesen. | 
$5. Es seien « und ß ganze Zahlen des algebraischen Zahlkörpers 
k, welche durch die Quadrate der Ideale a und b teilbar sind, d. h. 
a= 00, B= 5b. 
Es gibt immer ganze Zahlen des Körpers a, und Pf, welche die folgenden 
Eigenschaften besitzen: 


1) Die Zahlen 1 und a sind volle Quadrate im Körper k. 


2) Es bestehen die Gleichungen 
=, Aı=bib,, 
wobei die Ideale a, und b, relativ prim zu beliebigen im voraus gegebenen 
Zahlen oder Idealen sind. 

Zum Beweise dieses Theorems wollen wir irgendwelche Ideale a, 
und 5, betrachten, diemitIdealena und bäquivalentsind; wirkönnen schreiben: 
,=hka, b,=ub, 
wo A und u irgendwelche Bruchzahlen des Körpers k sind. Setzen wir 
nun Aa = 0, u?ß= ß,, so erhalten wir die Gleichungen «, = aa, fPı = bi b,, 

welche beweisen, daß «, und ß, ganze Zahlen des Körpers %k sind. 


Die Zahlen = -— 42 und f- u” sind wirklich volle Quadrate im 


ß 
Körper k. 


Zum Beweise der Möglichkeit einer solchen Wahl der Ideale a, 
und b,, bei welcher sie relativ prim zu beliebig im voraus gegebenen Zah- 
Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 21 
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len oder Idealen sind, genügt es zu erinnern, daß jede Idealklasse des al- 
gebraischen Körpers Ideale enthält, welche relativ prim zu beliebigen 
im voraus gegebenen Idealen sind. 

Bei der oben angegebenen Wahl der Zahlen «, und f, besteht 
ersichtlich immer folgende Gleichung: 


59-148) 


in welcher p ein beliebiges Primideal des Körpers ist. 


Drittes Kapitel. Die Ergänzungssätze zu dem allgemeinen Reziprozitätsgesetz. 


$1. Wenn « und / zueinander relativ prime ungerade ganze Zahlen 
des quadratischen Körpers sind, so besteht, wie man leicht zeigt, die Gleichung 


‚)%, ß u a ß 
ae 
wo das Produkt /7’ sich über sämtliche ungeraden Primideale p des Kör- 


pers erstreckt. Aufsolche Weise sind die allgemeinen Reziprozitätsgesetze des 
quadratischen Zahlkörpers, welche im ersten Kapitel erörtert worden sind, 








nichts anderes als Regeln zur Berechnung des Produkts IT er) wo 


a und f die zueinander relativ primen ungeraden Zahlen sind. 
Wenn eine oder zwei der zu einander relativ primen Zahlen a, ß mit 
der Zahl 2 gemeinsame Idealteiler haben, so werden wir die Regeln zur 


Berechnung des Produkts IT | “2 Ergänzungssätze zu den allgemeinen Rezi- 


prozıtätsgesetzen nennen. 
Die Zahlen « und £ lassen sich immer in die Gestalt von Produkten: 
=aw, P=bw, 
bringen, wo a und 5 ungerade, und w, und w, solche Ideale sind, in 
denen nur die Teiler der Zahl 2 als Primteiler aufgehen. Es ist nicht 
schwer, sich von der Richtigkeit folgender Formel zu überzeugen: 


(15, a 
Der Satz $5 des zweiten Kapitels erlaubt uns, uns auf die Vor- 


aussetzung zu beschränken, daß in den Zahlen « und P die Primteiler der 
Zahl 2 nicht höher als in den ersten Potenzen aufgehen. 

In der Tat, es sei w ein in der Zahl 2 aufgehendes Primideal. 
Jede gerade Potenz eines solchen Ideals, die in den Zahlen « oder 
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aufgeht, läßt sich durch eine gerade Potenz eines andern Ideals ersetzen, 
das relativ prim zur Zahl 2 ist. Eine solche Umgestaltung verändert 
die Werte der Normenrestsymbole nicht, woraus sich die Richtigkeit der 
von uns gemachten Bemerkung ergibt. 

Ebenso wie im ersten Kapitel werde ich mich auf die Untersuchung 
des quadratischen Zahlkörpers, der durch die Zahl 9 = V4k +2 bestimmt 
wird, beschränken; in meiner in russischer Sprache veröffentlichten Arbeit 
sind auch alle übrigen Typen des quadratischen Zahlkörpers untersucht. 

$2. Im quadratischen Körper K(©) stellt die Zahl 2 das Qua- 
drat des Primideals w dar, das durch die Gleichung 

w= [2, 0] 
bestimmt wird. Auf Grund des $ 1 genügt es, das Produkt 77’ (5 für 


den Fall zu berechnen, daß die Zahl « eine ungerade ist und die Zahl 
ß nur durch die erste Potenz des Ideals w teilbar ist. Wir fügen bloß die 
an und für sich unwesentliche Einschränkung hinzu, daß die Zahlen « 
und f keine rationalen Teiler haben; diese Einschränkung läßt sich auf 
dieselbe Weise beseitigen, wie wir es schon im ersten Kapitel zu analogem 
Zweck getan haben. Wir setzen 
(16) @=a,+%,09, P=b+b5,09=bvn, AP=y=1+%9; 
N(a)=4A, N(ß)=2B, N(y)=2C. 
Die Formel (15.) gibt uns die Gleichung 
‚I Al _ A fe 
= lallh 

Zur Berechnung des Symbols (e läßt sich die Formel (4.) aus dem ersten 
Kapitel verwenden; wir erhalten: 


(7 M-DCH 


Aus den Gleichungen (16.) ergibt sich die Relation ,« —,ß= c,, 


woraus dann folgt: 
b,« = c, (mod. b). 


Daher gilt die Gleichung 


0 ba\ (Ca 
up, 10) 
Durch Multiplikation der Gleichungen (17.) und (18.) erhalten wir 


-DOOH 
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Analog wie in $3 des ersten Kapitels setzen wir (%) = [PP], (2 =[y] =[e’ ß]. 
So gelangen wir zu der Formel: 


(19.) = (ZTel[BITe' BR). 
$3. Zur Berechnung des Produkts (19.) muß der Wert des Sym- 
bols [#] ermittelt werden. Wir haben: 
(20.) 2B=bi — (4k +2) b. 
Die Zahl b, muß ungerade sein. Die Gleichung (20.) führt uns zu fol- 


genden Relationen: 
tr = 
(21.) B—1 5-1 
= D--n’ 'Q) 
Die letzte Formel ist unter der Annahme richtig, daß von den Zah- 
len b,, B wenigstens eine positiv ist. 
Um den Wert des rechten Teiles der Formel (21.) zu ermitteln, 


muß man die Kategorien der Zahlen $ nach dem Modul 8*) untersuchen. 
Leicht gelangen wir zur folgenden Tabelle: 

















| Kategorie I | 9, 4+(4k+3) 0 
| Kategorie II | TEE TE ru 
| Kategorie III 4+0, (4k+3) 0 








Kategorie IV | 4+509, (dk+7)O- 
)  eategorie V| 46+6+0,4k+6+(46+7)0 
_ Kategorie VI| 4k+6+50, 4k+6+(4k+3)0 
‚ Kategorie VII | 4%6+2+0, 4k+2+(4k+ 7)0 


Kategorie VIII | 4k+2+50, 4k+2+(4k+3)0 


























Für die vier ersten Kategorien gitt B=2k-+ 3(mod.4); für die vier 
letzten Kategorien B=2%k+ 1(mod.4). Die Formel (21.) nebst der Ta- 
belle (22.) führt uns zum folgenden Satz: Das Symbol [] «st gleich +1 für 
Kategorien mit ungerader Nummer, und —1 für Kategorien mit gerader Nummer. 





*) Unter der Kategorie solcher Zahlen nach dem Modul 8 werden wir den 
Komplex aller Zahlen verstehen, die der Kongruenz 
B= Pf, (mod. 8) 

genügen, wo ß, eine bestimmte Zahl ist, die nur durch die erste Potenz des Ideals 

to teilbar ist, und « eine beliebige ungerade Zahl. 











W. Welmin, Das quadrat. Reziprozitätsgesetz im beliebigen quadrat. Zahlkörper. 165 


Um die Werte des Produkts (19.) berechnen zu können, muß man 
die Kategorie der Zahl «’/, die durch die erste Potenz des Ideals w teil- 
bar ist, durch die Eigenschaften der Zahlen « und £ bestimmen. Es läßt 
sich leicht erkennen, daß man zu diesem Zweck die Kategorien der un- 
geraden Zahlen « nach dem Modul w® untersuchen muß; ohne besondere 
Schwierigkeiten giangen wir zur folgenden Tabelle dieser Kategorien: 





Kategorie Iı j) 4k+3+20 er | 
Kategorie FETTE (7) eJ=+1 | 
Kategorie Bi 1+20, 4k+ 3 | ie De 
Kategorie IV - Dlel=-1 


28.) Kategorie IV 5+20, 4k + 7 
Kategorie yr 1+6, 4k+7+ i 2. | 
@ 


Kategorie VI 5+ 9, 4k+3- 


_ Kategorie VII 1430, E 
ı Kategorie vu 5+30, 4k+3+30 | 








Die Kategorie der Zahl &@ nach dem Modul # m’ u die Katpeie 
der Zahl $# nach dem Modul 8 bestimmen vollständig die Kategorie der 
Zahl y nach dem Modul 8 und aus demselben Grunde auch die Werte der 


Symbole (I [e], [P], [y]. Es ıst leicht, sich zu überzeugen, daß die 


Werte des Produkts (19.) in ihrer Abhängigkeit von den Kategorien der 
Zahlen « und / in folgender Tabelle gegeben sind: 
BUENDIEER @. 


BER 5.55... Sr ch ac a 
I wdIE [41-1411 -1 +41 41-1 
IT EiESIESIETIESIETIESTESIETT 
V udVvI +1/-1—1 ee ee 
VII und VEN +1<ıl-ıl+ı +1 -ıl+1)-ı 
ß 
































Kategorien P. 
| 
| 
- 
| 











Die Tabelle (24.) gibt die Werte des Produkts 77’ (5 | nur bei ge- 


wissen Voraussetzungen betreffend die Vorzeichen der Zahlen « und £. Die 
Erwägungen $ 5 und $ 7 des ersten Kapitels liefern uns den Beweis dafür, 


daß diese Tabelle stets die Werte des Produkts = ; e) E A u er) angibt. 
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Die Tabelle (24.) drückt den Ergänzungssatz zu allgemeinen Rezi- 
prozitätsgesetzen im quadratischen Zahlkörper K (V4k+ 2)’aus. Das Pro- 


dukt [af [-f) m Eu wird durch die Kategorien der Zahl « und ß nach 


dem Modul w’ vollständig definiert. 








Viertes Kapitel. Von den Normenresten nach den Primidealteilern der Zahl 2 im 
quadratischen Zahlkörper. 


$1. In diesem Paragraphen werden wir folgenden Hilfssatz beweisen *): 
Es sei u eine beliebige ganze Zahl des Körpers k, in der das Ideal 
mw in der m-ten Potenz aufgeht; die Zahl 2 sei durch w’ teilbar. 
Wenn u quadratischer Rest nach dem Ideal w ist, dann kann eine 


beliebige ganze Zahl des Körpers K (Yu) so in der Gestalt zn geschrieben 


werden, daß die Zahl y höchstens durch w'* 3 teilbar ist. 
Wenn aber die Zahl u kein quadratischer Rest nach dem Ideal w 
ist, dann sei n der höchste Exponent, bei dem im Körper k die Kongruenz 


2° = u (mod. i") möglich ist. Eine beliebige ganze Zahl des Körpers K (Vu) 





kann in die Gestalt des Bruches er 4 gebracht werden, wo der Nenner 


y genau durch w* teilbar ist, wobei 2 <n. 
Es sei die Zahl « genau durch w“, die Zahl $ durch w’, die Zahl y 
genau durch w‘ teilbar. Wir können annehmen, daß die kleinste der 


20 28 Vu a2 — B? u 


drei Zahlen a, b, c gleich Null ist. Die Zahlen BETEN müssen 





ganz sein. Daraus folgen die Ungleichungen: 
(25.) a+l>o,b+1+5>e. 


Die Zahl a kann nicht kleiner als die Zahl b und c sein, da die 
entgegengesetzte Annahme der Kongruenz ß*u = «* (mod. y*) widerspräche. 
Deshalb können für uns zwei Fälle in Betracht kommen. 

Erster Fall. Von den Zahlen a, b, ce ist c die kleinste Zahl. In 
diesem Falle kann man c=0 annehmen, d. h. die Zahl y ist relativ 
prim zu mw. 


*), Ein ähnlicher Satz findet sich bei Sommer, Vorlesungen über Zahlentheorie, 
S. 298 — 299. 
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Zweiter Fall. Von den Zahlen a, b, ce ist b die kleinste Zahl. 
Wir haben b=0, A?u=a? (mod. w*). Wir bestimmen die Zahl f, aus 
der Kongruenz ßAf, = 1 (mod. w“) und erhalten u = («ß,)? (mod. mw’), was 
in Verbindung mit den Ungleichungen (25.) den Satz beweist. 

$2. DBezeichnen wir mit w ein Primideal des quadratischen Zahl- 
körpers, dessen /-te Potenz in der Zahl 2 aufgeht. Der Satz $5 des 
zweiten Kapitels erlaubt uns, uns zu beschränken auf die Berechnung 





des Symbols . e) in den Fällen, in denen die Zahlen v, « durch die zweite 


Potenz des Ideals w nicht teilbar sind. Auf diese Weise haben wir vier 
Fälle zu untersuchen: 
1) die Zahlen » und « sind beide relativ prim zum Ideal w; 
2) die Zahl v ist relativ prim zu mw, die Zahl « ist durch w teilbar; 
3) die Zahl » ist durch w teilbar, die Zahl u ist relativ prim zu w; 
4) die Zahlen » und « sind beide durch w teilbar. 


Durch die Formel e — er} wird der dritte Fall, durch die 


Formel e = ee, die sich auf die Gleichung N, (Yu)= — u stützt, 


der vierte Fall erledigt. Wir haben daher nur die Fälle zu untersuchen, 
in denen die Zahl v relativ prim zum Ideal w ist. Die Sätze $ 3 des zweiten 


pp, u 


Kapitels zeigen, daß das Symbol - nur dann gleich +1 ist, wenn die 


Kongruenz 
v= N,(A) (mod. w®*+') 


gilt. Hierin ist A eine ganze Zahl des Körpers K (Yu) und N, (4) be- 
zeichnet die Relativnorm dieser Zahl. Der Satz $ 1 dieses Kapitels führt 
uns zu folgenden Schlüssen: 


Wenn der Ausdruck v + @® u, in dem « eine ganze Zahl des qua- 
dratischen Zahlkörpers ist, dem vollen Quadrat nach dem Modul w?'*' kon- 


gruent ist, dann gilt die Gleichung |} = + 1. Wenn die Kongruenz u = ß? 


(mod. mw?) unmöglich ist und wenn der Ausdruck v + au bei keinerlei Be- 
deutung der Zahl « dem vollen Quadrat nach dem Modul w” +" kongruent 


ausfällt, dann gilt die Gleichung 6 =—|1. 


Zum Schluß dieses Paragraphen machen wir darauf aufmerksam, 
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daß der Wert des Symbols (#1 ersichtlich durch die Kategorien der Zahlen » 


und nach dem Modul w**' vollständig bestimmt wird. 


$3. Im quadratischen Zahlkörper X (V4k-+ 2) ist die Zahl 2 das 
Quadrat des Primideals w= [2,©]. Die zu w relativ primen Zahlen sind 
zu gleicher Zeit ungerade Zahlen. In diesem Paragraphen stellen wir uns 


die Aufgabe, den Wert des Symbols für den Fall zu ermitteln, 





daß beide Zahlen » und « ungerade sind. DieTabelle (23.) gibt uns folgende 
Vertreter der Kategorien ungerader Zahlen nach dem Modul w"+'!= mw: 


(26.) 1, 5, 1+20, 5+20, 1+0,5+0, 1+39, 5+30. 
Volle Quadrate geben nach dem Modul mw? die folgenden Reste: 
0,1, 2, 4, 6, 4k+3-+20. 
Die Sätze $ 2 dieses Kapitels lassen uns ohne Schwierigkeiten eine Tabelle 





der Werte des Symbols (vr) in Abhängigkeit von den Kategorien der Zahlen 


yv und w zusammenstellen. Dabei erweist es sich, daß das Symbol ee 


schon durch die Kategorien nach dem Modul 4 bestimmt wird. Wir er- 
halten eine solche Tabelle: 





I II II | IV 
I EZ +1| +1| +1 





























(27.) BET 68T ae 
m: |ı +1) -ı| -1i| +i 
V|/ +1! -ı| +1) -ı 





$4. In diesem Paragraphen werden wir uns mit der Berechnung 


des Symbols >} für den Fall befassen, daß die Zahl « durch die erste 


Potenz des Ideals m = [2, ©] teilbar ist. Eine solche Zahl u kann ersichtlich 

niemals einem vollen Quadrat nach dem Modul w* kongruent sein. Wir müssen 

die Kategorien der Zahl « nach dem Modul mw° untersuchen; deshalb ge- 

nügt es, der Tabelle (22.) folgende Vertreter der Zahlen u zu entnehmen: 
0,4+09, 4k+6+9, 4k+2-+0. 

Als Vertreter der Zahlen » müssen die Zahlen (26.) genommen werden. Mit 

Heranziehung der Sätze $2 diesesKapitels gelangen wir zur folgenden Tabelle 
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/ der Werte des Symbols | in Abhängigkeit von den Kategorien der Zahlen v 
nach dem Modul mw’ und den Kategorien der Zahlen u nach dem Modul 8: 


Kategorien v. 



































| |ılumjmlw|v|vi VI Ivan] 
| S || 
“I undll +1 —1|+1/—-1/—-1/+1/+1|—1| 
a ee en, VENEN EEE: GREEN. GREEN En ee ER 
und +1 -1l+1j-1j+11 11-141]. 
art wer + -1lSalrai-ılHil—il4 
=“ VI oa vIm+ı —ı -1l+1]+1 Hai] 














$5. In diesem Paragraphen beweisen wir die Richtigkeit der Formel 
fr, ul v2, u a [v; Y,, u 
os emer 


In)lw w 
in der v,,v,, u beliebige ganze Zahlen des quadratischen Zahlkörpers sind. 


Der Satz $5 des zweiten Kapitels erlaubt uns, uns auf die Fälle 
zu beschränken, daß keine von den Zahlen »,, v,, « durch mw? teilbar ist. 








Erster Fall. Die Zahlen v, und », sind beide relativ prim zum 
Ideal wm. Mit Heranziehung der Tabellen (27.) und (28.) wird es nicht 
schwer, sich von der Richtigkeit der Formel (29.) zu überzeugen. 

Zweiter Fall. Die Zahl v, ist durch w teilbar, die Zahlen v, und v sind 
beide relativ prim zu w. Bei Benutzung der Tabellen (27.) und (28.) ge- 
langen wir zu der Gleichung 


2} e2}- fea>) 


Der Satz $ 4 des zweiten Kapitels beweist die Richtigkeit der Formel (29.). 

Dritter Fall. Die Zahl v, ist relativ prim zu w, die Zahlen « und 

y, sind durch w teilbar. Die Zahl — «v, ist durch w? teilbar. Auf Grund 

des Satzes $5 des zweiten Kapitels gibt es eine ganze Zahl »,, die rela- 

_ " ein volles Quadrat ist. Da die 
3 

Zahlen », und », zum Ideal w relativ prim sind, können wir schreiben: 


En per m m 
w w w 
Nun stellen wir neue Gleichungen auf: 
Pe kN = E u vs, ei iS jr ei j" v3, ei 2 Fe uvı v2, ei N Ki 
w w w )’ w w w )’ 


welche die Richtigkeit der Formel (29.) beweisen. 
Journal für Mathematik. Bd. 149, Heft 3/4. 


tiv prim zu w ist, wobei der Bruch 
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Vierter Fall. Die Zahlen », und », sind beide durch das Ideal w teilbar. 
Wir bestimmen die Zahl o des quadratischen Körpers durch die Kon- 
gruenz 
(30.) y,=v,0 (mod. w*+?), 
Es ist ersichtlich, daß die Zahl o relativ prim zum Ideal w ist. Wir 
dürfen weiter die Formel aufstellen: 
v0, 
Bee-ter 


Der Satz $ 3 des zweiten Kapitels führt zur Gleichung 


pa A kn 5 0, er 
w w 
woraus folgt 


1.) tete 
Die Kongruenz (30.) gibt uns: 


vv, u a vz o, u ul o, u 

(et) u Fe “ ). 
Die Gleichung (31.) beweist die Richtigkeit der Formel (29.), die nun in 
allen Fällen bewiesen ist. 


Der Satz $ 4 des zweiten Kapitels führt uns zu einer neuen Formel: 
v,) fr, ul _ fr, u m 
a fa) (un = em) 
Es läßt sich leicht einsehen, daß die Formeln (29.) und (32.) auch 


v, u 
1’ 








woraus wir erhalten: 











dann richtig bleiben, wenn sie aufdie Symbole je und] ausgedehnt werden. 


Fünftes Kapitel. Das Hilbertsche Reziprozitätsgesetz im quadratischen Zahlkörper. 


$1. In diesem Schlußkapitel wollen wir zeigen, daß immer 
die Gleichung gilt 


(33.) niw#\_ +1, 


(vw) w 
wo sich das Produkt 77 über sämtliche Primideale des Körpers und außer- 
dem im Falle reeller Körper auch über besondere symbolische Bedeutungen 
1 und 1’ der Zahl w erstreckt. 


Die Gleichung (33.) drückt das sogenannte Huülbertsche Reziprozi- 
tätsgesetz im quadratischen Zahlkörper aus. 
$ 2. Der Kürze wegen wollen wir uns folgender Bezeichnung bedienen: 
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Es ist leicht, sich von der Richtigkeit der Relationen 
jr, u) jv, Us| a iv, u ul; 
Ir, u) va, ul = ivı 92, ul, 
1, u = | vu, ul 
zu überzeugen. 

Auf Grund der Tabellen (9.), (24.), (27.) und (28.) gelangen wir 
zu dem Satz: Wenn die ganzen Zahlen v und u relativ prim zueinander sind, 
dann gt vmmer die Gleichung \v, ul = +1. 

$3. Wir wollen nun folgenden Hilfssatz beweisen: 

Es mögen die Zahlen «,, P}, &, Pf, des quadratischen Körpers den 
Gleichungen genügen . 

=4%d, A=bb, 
G=M,d,, Aa=brd,, 
ın denen die Ideale a,, b,, di, Ag, bz, d, relativ prim zueinander sind und 
wo d, und d, zu derselben Idealklasse gehören. Dann güt stets die Gleichung 
1%, Bıl = |, Pat. 

Um den Satz zu beweisen, wählen wir das Ideal d, so, daß es den 
Idealen d, und d, äquivalent und zu der Zahl «a, «, ß, ?, relativ prim ist. 
Das Ideal a,a,d5 muß Hauptideal sein; wir setzen: 


= A, 0b}, Ps = a Pı Pa = b, 5, d5. 


0, 9, 





Die Gleichungen 
1% 0, Prßeßsl = I - ua Prßeßr Pıßeßsi = 
=1-(, 9,0), Pı PB = t—1,Pıße Ps} 
ergeben 
0% AR =+l. 
Auf Grund des $ 2 dieses Kapitels erhalten wir: 
ni Ad= +) 


(i,k) 
worin die Buchstaben ? und % die Werte 1,2,3 annehmen und bei ver- 
schiedenen Indizes :,k «, und /, relativ prim zueinander sind; daher 


können wir folgern: 


la,, Pi} {eo Pat ie; Am +1. 
Der Satz $5 des zweiten Kapitels läßt uns leicht die Richtigkeit der 
Gleichung {e«,, ß,;} = + 1 erkennen. 


22” 
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Wir erhalten 
l&ı» Aı} I Aal = +1, jau Aıl= jan Aa; 

was zu beweisen war. 

$4. In diesem Paragraphen führen wir den Beweis dafür aus, 
daß das Symbol {», u} auch dann gleich + 1 ist, wenn die Zahlen v 
und w nicht relativ prim zueinander sind. 

Auf Grund des Satzes $5 des zweiten Kapitels gibt es Zahlen 
%,, ß, mit folgenden Eigenschaften: 


1) die Brüche © und — sind volle Quadrate; 


1 1 


2) jeder gemeinsame Primidealteiler der Zahlen «, und /, geht in 
beiden Zahlen nur in der ersten Potenz auf. 
Wir stellen die Gleichung auf 


iv, ul = le, Pıl- 


,=4d, A=bidi 
wobei d, der größte gemeinsame Teiler der Zahlen «, und /, ist. Die 
Ideale a,, b,, d, müssen relativ prim zueinander sein. 

Wir bestimmen das Ideal a, das dem Ideal a, äquivalent und relativ 
prim zur Zahl 2e,-P, ist und keine rationalen Teiler hat. 

Darauf bestimmen wir das Ideal d, das dem Ideal », äquwalent ist, 
keine rationalen Teder hat und zur Diskriminante des quadratischen Zahl- 
körpers und zur Zahl 2N (a, ß,) N(a) relativ prim vst. 

Es sei d” das zu d konjugierte Ideal; wir setzen: 

e=ad, D=»’, 
worin D eine positive rationale Zahl ist. Die ambigen Primideale des 
quadratischen Zahlkörpers können nicht im Ideal d aufgehen*), weshalb 
die Ideale 5 und d’ relativ prim zueinander sind. Es läßt sich leicht 
ersehen, daß alle Ideale a,,b,,d,,4, d,d’ relativ prim zueinander sind. 
Aus Satz $3 folgt die Gleichung 

{c; ß,} nn je, D,, 
woraus wir mit Rücksicht auf (34.) erhalten: 

(35.) v, ul = |e, D|. 

Nun berechnen wir das Symbol {e, D|. Vor allem haben wir: 


+. Aalen 


Dann setzen wir: 











*) Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Satz 105, p. 302. 
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da die Zahl D rational und positiv ist. Die Norm der Zahl « bezeichnen 


wir mit AD; dann ist N (a)= + A. Wir können die Gleichungen schreiben: 
a aa AD A 
(36.) »’a’u’r 
Die Eigenschaften der Normenrestsymbole*) und die Gleichung 
(36.) führen uns zu der Relation 


(37.) a = 


Mit Hilfe der Ausführungen des $2 des ersten Kapitels erhalten 
wir leicht die Formeln: 


(88. 2-9. 


Die Gleichungen (37.) und (38.) in Verbindung mit der leicht zu er- 
sehenden Relation Is} = 4 ergeben: 
D—-1 4A+l1 
(39.) neo): 
Wegen der Formel (39.) läßt sich das Produkt IT Eu in Ab- 


hängigkeit von den Kategorien der Zahlen « und D nach dem Modul 4 
berechnen. 
Erster Fall. Wenn die Zahl D zur I. Kategorie gehört, dann ist 


D=1(mod.4.).. Aus der Formel (39.) folgt II’ Eu =+1. 


Zweiter Fall. Es gehöre die Zahl D zur II. Kategorie, d. h. 
D=3 (mod. 4). Wenn die Zahl @ der I. oder II. Kategorie angehört, 
dann ist N («) =1 (mod.4), AD= 1(mod.4), A= 3 (mod.4); aus der Formel 


(39.) folgt I’ = +1. Wenn aber die Zahl « der III. oder IV. Kate- 


gorie angehört, dann ist N («)= 3 (mod.4), AD= 3 (mod.4), A= 1 (mod. 4); 
aus der Formel (39.) folgt IT Eu = —1. 


Die erhaltenen Resultate führen uns mit Hilfe der Tabelle 
(27.) zur Gleichung |e, D} =+ 1. Aus der Formel (35.) folgt v, «| =+1, 
d. h. sie bestätigt die Richtigkeit des Aülbertschen Reziprozitätsgesetzes 
für ganz beliebige ganze Zahlen v und u. 








*), Hilbert, Relativquadratischer Zahlkörper, Mathematische Annalen 51, 
Satz 13, p. 18. 














174 


Die Zerlegungsgruppe. 


Von Herrn Andreas Speiser in Zürich. 


In der neueren Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie ist die 
fundamentale Bedeutung der von Herrn Hilbert entdeckten, zu einem Dis- 
kriminantenteiler eines @aloisschen Körpers gehörigen Zerlegungsgruppe *) 
immer klarer hervorgetreten. Von dieser Gruppe sind jedoch bisher nur 
ganz wenige Eigenschaften bekannt. Im folgenden soll daher eine nähere 
Untersuchung dieser auch gruppentheoretisch äußerst interessanten Gruppe 
gegeben werden; es zeigt sich, daß sie zu einem ganz bestimmten Typus 
gehört, unabhängig vom gerade betrachteten Körper. Durch die Bedingung, 
daß sie Untergruppe der Körpergruppe sein muß, ergeben sich jeweils arith- 
metische Eigenschaften des Diskriminantenteilers. Der Fundamentalsatz 
über Abeische Körper folgt aus ihnen ohne irgendwelche höheren zahlen- 
theoretischen Begriffe ($2). Als Anwendungen ($ 4) bringen wir zunächst 
eine weite Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes: Geht nämlich das 
Primideal 9 in p genau zur £-ten Potenz auf und bezeichnet man mit 
Y,9,... die untereinander verschiedenen mit ® konjugierten Primideale, 
ferner mit p ihr Produkt, so ist (p)=p‘. Ist nun die Zerlegungsgruppe 
Abelsch, so zeigen wir, daß derjenige Teil des Klassenkörpers, durch den 
p zum Hauptideal wird, durch Adjunktion eines Kreiskörpers vom Grade 
t erzeugt wird. Schließlich werden noch die Resultate, die Herr Fueter 
im II. Kapitel seiner Abhandlung ‚Abelsche Körper in quadratisch imagi- 
nären Zahlenkörpern‘“ (Math. Ann. 75 S. 177) abgeleitet hat, in verallge- 
meinerter Gestalt wiedergefunden. 

Die angewendete Methode läßt sich folgendermaßen charakterisieren: 
Bekanntlich bilden die Reste nach der Potenz eines Primideals nach der 


*) Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkörper $$ 39 — 47. Jahresber. der 
D. Mathemathiker-Vereinigung Bd. IV. 
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Bezeichnung von Herrn Hensel ein System p-adischer Zahlen. Wir untersuchen 
die Gruppe der Automorphismen (vgl. 1.) eines solchen Systems. 


$1. Die Zerlegungsgruppe. 


1. Zunächst soll kurz an die Definition der Zerlegungsgruppe eines 
Primideals P im Körper K erinnert werden. 

Ist II eine beliebige durch $, aber nicht durch 9° teilbare ganze 
Zahl, so lassen sich die Reste (mod. 9) auf eine und nur eine Weise in 
der Gestalt darstellen: 

ot m ZT+--+0,_, I', 
wobei die Koeffizienten « alle Reste mod. ® durchlaufen. | 

Diejenigen Substitutionen der Körpergruppe, welche 9 ungeändert 
lassen, bilden die Zerlegungsgruppe 3 von 9. Übt man eine Substitution 
aus 3 auf die Reste mod. 9 aus, so geht das System wiederum in ein 
vollständiges Restsystem mod. Y über. Dabei bleiben aber die Additions- 
und Multiplikationsgesetze bestehen, d.h. st «e+fß=y, resp. «@ß=y eine 
Kongruenz mod. 9, so ist auch @’+ P’=y’ resp. a’ f’=y’ eine richtige 
Kongruenz, wenn wir allgemein die konjugierte Zahl mit einem Strich be- 
zeichnen. Dies nennt man einen Automorphismus des Restsystems. 

2. Die Zerlegungsgruppe enthält eine Reihe von Normalteilern 
(invarianten Untergruppen), deren Definition wir nun geben werden. Die 
Reste mod. % bilden bekanntlich nach der Multiplikation, wenn man die 
0 wegläßt, eine zyklische Gruppe von der Ordnung p"— 1, wobei p" die 
Norm von $ ist, die sämtlichen Reste dagegen nach dem Gesetz der Addi- 
tion eine Abelsche Gruppe mit n Basiselementen, die sämtlich die Ordnung 
p haben, d. h. eine Abelsche Gruppe vom Typus (9, p,... n-mal). 

Betrachtet man die Vertauschungen, welche diese Reste mod. 9 
unter der Zerlegungsgruppe erfahren, so ergeben auch sie einen Automor- 
phismus, und zwar einen der n durch die Gleichung e’ = or (i =1,...,n) 
definierten, wobei e eine Primitivzahl mod. 9 ist. Diese Automorphismen 
bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung n, die erzeugt wird durch 
ee. 

Diejenigen Substitutionen, welche die Reste mod. P nicht vertauschen, 
bilden einen Normalteiler T der Zerlegungsgruppe, welcher Trägheitsgruppe 
heißt. Die Faktorgruppe 3/T ist also zyklisch und von der Ordnung n. 
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Hilbert beweist, daß jede Zahl des Körpers mod. Peiner Zahl des zu Z gehörigen 
Trägheitskörpers kongruent ist, insbesondere können also sowohl e als die 
Zahlen «,, &,... in diesem letzteren angenommen werden. Ist ferner p 
das durch ® teilbare Primideal im Trägheitskörper, so wird p=$, wo t 
die Ordnung der Trägheitsgruppe ist. 

Diejenigen Substitutionen von 3, welche die Reste mod. 9° nicht 
vertauschen, bilden einen Normalteiler®, der Verzweigungsgruppe genannt wird. 

3. Es muß nun die Faktorgruppe 3/8 bestimmt werden; sie ist 
holoedrisch isomorph mit der Permutationsgruppe der Reste mod. 9°. 

Wählt man zunächst, um T/® zu bestimmen, eine Substitution aus 
T, so hat sie die Gestalt: 

IT = « II (mod. 9°); 

denn die Koeffizienten «, und «, bleiben ungeändert, und /Z/ muß über- 
gehen in einen Rest, der ebenfalls durch ® teilbar ist. 

Ist = PII eine zweite Substitution aus T, so ergibt die Zu- 
sammensetzung 

IT’ = aßII (mod. $). 

Hieraus schließt man, daß die Gruppe T/® eine Untergruppe der 
multiplikativen Gruppe der Reste mod. 9 ist, d. h. eine zyklische Gruppe, 
deren Ordnung ein Teiler von p"—1 ist. 

Geht man nun zu einer Substitution aus 3 über, so hat sie die Gestalt: 

EEE en 
I’=o'II 

A" liegt in der Gruppe %. Wir müssen nun noch A-' bilden 

und finden sofort dafür 


Nunmehr sei B: M’=«II eine erzeugende Substitution von T/®, 
so daß jede eine Potenz von B ist. Ebenso sei A als erzeugende Sub- 
stitution von 3/T gewählt, so daß «= 1 wird, dann erhält man für | 


a 
A-!BA: ai 


also A'"BA=PBr. 
Damit ist 3/8 vollständig bestimmt, und das Resultat kann in 
folgendem Satz ausgesprochen werden: 





N — 





FERNE ET 


TREE TEEN ET 
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Satz 1. Die Gruppe 3/8 enthält einen zyklischen Normalteiler T/®, 
dessen Ordnung ein Teiler von p*—1 ist und dessen Faktorgruppe eben- 
falls zyklisch und von der Ordnung n ist. Ihr Typus ist: B’=E, 
A" = Potenz von B,A=-'BA=P. 

4. Diejenigen Substitutionen, welche die Reste mod. +! nicht ver- 
tauschen, bilden einen Normalteiler ®, von 3. In dieser Bezeichnungsweise 
ist 9=%,. Die Gruppen ®,, ®,,... brauchen nicht voneinander ver- 
schieden zu sein, indem sehr wohl die Gruppe, welche die Reste 
mod. P* ungeändert läßt, auch nach einer höheren Potenz von ® dieselbe 
Eigenschaft besitzen kann. Hubert bezeichnet die erste von ® verschiedene 


Untergruppe als die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe ® usw. Es sei 
® eine ®, und also ® eine ®,;_,; dann hat mod. Pt! eine Substitution 
von ® die Gestalt: 

I’ = II + « II (mod. 9*+'). 
Liegt sie bereits in ®, so ist @=0 zu setzen. Ist nun 

Tl’ = I + ß If‘ (mod. 9'+') 
eine zweite, so liefert die Zusammensetzung die Substitution: 

II = I1+ («+ ß) II (mod. 9*+'). 

Die Reste (mod. 9°*') erfahren also unter den Substitutionen von ® eine 
Gruppe von Vertauschungen, die holoedrisch isomorph ist mit einer Unter- 


gruppe der addıtiven Gruppe der Reste (mod. 9%), d. h. ihre Ordnung ist 
eine Potenz von 7, sie ist Abelsch und vom Typus 


(P, P,... m-mal) (m <n). 


In der Reihe der Verzweigungsgruppen ®,®,,... ist die Faktor- 
gruppe je zweier aufeinanderfolgenden Gruppen von dieser Beschaffenheit, 
denn in dem obigen Beweis ist nirgends davon Gebrauch gemacht, daß 
® gerade die erste Verzweigungsgruppe ist. 

Satz 2. Ist 8,8,%,... die Reihe der Verzweigungsgruppen, so ist 
jede dieser Gruppen Normalteiler von 3, und die Faktorgruppe zweier auf- 
einanderfolgenden ist eine Abeische Gruppe von der Ordnung p” (m<.n) 
und vom Typus (9,7, ...). 

Die p-te Potenz einer Substitution aus einer Verzweigungsgruppe 


gehört also stets der nächstfolgenden an. 


Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 23 
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&2. Der Fundamentalsatz über Adelsche Körper. 

5. Die in $ 1 entwickelten Sätze genügen bereits, den Kronecker- 
schen Fundamentalsatz zu beweisen: 

Satz: Jeder Abelsche Körper ist ein Kreiskörper. 

Beweis: Es genügt, solche Körper zu betrachten, deren Grad eine 
Primzahlpotenz /” ist. Ist zunächst ® ein Primteiler von p=#/, so ist 
seine Trägheitsgruppe zyklisch, weil die Verzweigungsgruppe aus der Ein- 
heitssubstitution besteht. Ist /* die Ordnung von %, so gilt nach Satz 1 
die Kongruenz 

p" = 1 (mod. /*), 
wobei n der Grad von ® ist. Es muß nun gezeigt werden, daß bereits 
p= 1 (mod. !") ist. 

Zu dem Zweck bedenken wir, daß die Zerlegungsgruppe Abelsch 
ist. Daher muß A=!BA=B sein, oder 

B=B,d.h B-'=-E. 
Da die Ordnung von B gleich der Ordnung von % ist, so muß 9 — 1 
durch sie teilbar sein, w. z. b. w. 

Hieraus folgt, daß der Körper der 9-ten Einheitswurzeln einen Unter- 
körper vom Grade /“ besitzt. Adjungiert man ihn, soweit er nicht schon 
enthalten ist, so erhält man einen Körper vom Grade !”*", wo W<u, 
und dessen Gruppe ist das direkte Produkt der ursprünglichen Körper- 
gruppe und einer zyklischen Gruppe von der Ordnung /“”. Ist 9, irgend- 
ein Primteiler von 9, so ist seine Trägheitsgruppe wiederum zyklisch und 
mindestens von der Ordnunz /“, andrerseits ist sie im direkten Produkt 
der Trägheitsgruppe von P® und der zyklischen Gruppe von der Ordnung 
!" enthalten, und die höchste hierin vorkommende Potenz ist /“. Daher 
ist die Trägheitsgruppe von 9, genau von der Ordnung /". Der Träg- 
heitskörper von 9, besitzt eine zu p» prime Diskriminante, und adjungiert 
man ihm den Kreiskörper, so erhält man wieder den obigen Körper. Man 
muß daher bloß noch von dem Trägheitskörper beweisen, daß er ein Kreis- 
körper ist, und seine Diskriminante enthält alle Teiler der ursprünglichen 
Diskriminante außer p. In dieser Weise kann man alle zu p primen Dis- 
kriminantenteiler herausschafien und gelangt so zu einem Abelschen Körper, 
dessen Diskriminante und Grad Potenzen von / sind Es muß nun gezeigt 
werden, daß er ein Kreiskörper ist. 
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6. Es sei also k ein Abelscher Körper, dessen Grad und Diskri- 
minante Potenzen von / sind. Ist 2 ein Primteiler von /, so ist seine Ver- 
zweigungsgruppe gleich der Körpergruppe, denn es gibt keinen Körper, 
dessen Diskriminante 1 ist. Daher ist £ ein Primideal 1. Grades und 
nach Satz 2 ist der Index jeder Gruppe in der Reihe der Verzweigungs- 
gruppen unter der vorhergehenden =/. Wir zeigen nun, daß es nur einen 
Unterkörper vom Grade 2 geben kann, und beweisen so, daß die Körper- 
gruppe zyklisch ist. Der zu ® gehörige Unterkörper ist vom Grade /, 
und seine Diskriminante ist durch eine niedrigere Potenz von £ teilbar als 
irgendeine Diskriminante eines anderen Unterkörpers, denn die Relativ- 
differente in bezug auf ihn ist nach seiner Definition durch die höchste 
Potenz von £ teilbar. Nun ist aber nur ein Wert für die Diskriminante 
möglich, wie folgende Betrachtung*) zeigt: 

Sei I der Primteiler von Z in diesem Körper, so daß l’= (!), und 
4. eine genau durch I teilbare ganze Zahl. Die Körperdifferente ist Teiler 
der Differente von 4. Ist nun !+a,47'+..+=0 die Gleichung 
von A, so ist die Differente von 4: 

Ju +-(l— 1))aA0°’+.. +0_. 
Da jeder Summand durch eine andere Potenz von I teilbar ist, so muß 
die Körperdifferente in jedem aufgehen, insbesondere in /4'-'. Hierin geht 
{ zur (22— 1)-ten Potenz auf, daher in einer Differenz A— 4’ höchstens 


zur fr =" |.ten 
i—1 : 


Für 2>2 ist aber diese Zahl stets < 3 und kann daher nur 2 
sein, da wir es mit einer Verzweigungsgruppe zu tun haben. In der 
Diskriminante geht daher I zur 2(2— 1)l-ten Potenz auf, und sie hat den 
Wert (I)?-», 

Hiermit ist gezeigt, daß für 2>2 die Gruppe des Körpers zyk- 
lisch ist, und er muß daher mit dem Unterkörper vom Grade /“ des 
Körpers der /“*'!.ten Einheitswurzeln übereinstimmen, weil sonst durch 
Zusammensetzung ein nicht zyklischer Körper entstände. 

7. Für ! = 2adjungiere man zunächst :; dann erhält man einen Körper 
von derselben Art. Nun gibt es relativ zu k(i) nur einen derartigen qua- 





dratischen Körper, nämlich & (i, V2); denn ein solcher muß einen reellen 





*) Vgl. Fueter |. c. S. 193. 


23% 
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quadratischen Unterkörper besitzen, dessen Diskriminante eine Potenz von 


2 ist, und dieser kann nur k (Y2) sein. Im Körper k(i) besitzt daher 
unser Körper eine zyklische Gruppe, und auch er ist Kreiskörper, nämlich 
Unterkörper des Körpers der 2“**.ten Einheitswurzeln. 

Hiermit ist der Fundamentalsatz bewiesen, und wir bemerken nur 
noch, daß alle adjungierten Kreiskörper die Relativdiskriminante 1 haben 
und daher, soweit sie nicht schon im Grundkörper enthalten waren, Stücke 
des Klassenkörpers sind. Besäßen sie nämlich nicht die Relativdiskrimi- 
nante 1, so müßte diese durch ® resp. £ teilbar sein, und diese Primideale 
müßten daher Potenzen von Idealen werden, ihre Trägheitsgruppe hätte 
daher eine höhere Ordnung als /*. | 


83. Die Verzweigungsgruppe. 


8. Wir betrachten zunächst die Verzweigungsgruppe von niedrigster 
Ordnung. Sie sei eine ®,, so daß ihre Substitutionen, mod. ®'** betrachtet, 
folgende Gestalt haben: 

S: IT=IIT+ oIM*' (mod. 9*?). 

Setzt man sie zusammen mit einer beliebigen Substitution der 
Verzweigungsgruppe ®: 

5: Y=MN+oITR+:..+o,,,/7t! (mod. p*?), 
so erhält man: 
58: 7’=N+0a,IP+.-+,M+(@+o,,,) It. 

Für SS, aber erhält man, wenn man bedenkt, daß aus S; wegen 
des Automorphismus folgt: 

N" = Tl" + ke Il" +... = Il" (mod. 9°): 
SS: T=N+aIP+..+0,M'+(a+a,,,) It, 
d.h. 88, = 8,8. 

Nimmt man statt der letzten Verzweigungsgruppe irgendeine an- 
dere ®®, so gilt dasselbe für die Faktorgruppen BY/B*+"” und WYB*t. 

Wir sprechen den Satz aus: 

Satz 3. Ist ®; die letzie Verzweigungsgruppe, so gehört sie zum 
Zentrum der ganzen Verzweigungsgruppe ®. Sind B® und ®"+" irgend 
zwei aufeinanderfolgende Untergruppen in der Reihe der Verzweigungs- 
gruppen, so gehört B"/B*+" zum Zentrum von V/W"+?, 
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9. Wir untersuchen nun der Reihe nach, wie eine Substitution 
einer Verzweigungsgruppe in der Trägheits- und Zerlegungsgruppe enthalten ist. 
Ist S gegeben durch 
S: T’=IM + all‘ (mod. +?) 
und ferner B aus der Trägheitsgruppe wie früher durch 
B: M’=PII +- ... (mod. $*?), 
so wird 
B-: IM= PM -+--- (mod. Pt). 
Daher erhält man Formel I: 
I. B7!1SB: I’ = I1-+ «aß Il" (mod. 9**?). 
Nimmt man A aus der Zerlegungsgruppe, wie in $1, so erhält man: 


4: e=e’+-- 1, 0= PT hen. 
I’ =oe°II+..: IT’ =o""N +... 
und daraus Formel II: 
ag40=0 FR 
Il. A SA: m _ IT + ar ge II#N] (mod. P***). 


Um diese Formel zu gewinnen, bezeichne man zunächst allgemein 

die Substitution A=' mit: 
e=1(e, I) 
IT’=g(M). 

Übt man nun $ aus, so ändert sich e’ dabei nicht, und /I’ wird 

einfach zu 
T=g(M+ eg" mr. 

Übt man nun A aus, so geht f und g wieder in e resp. /T über 

und «ao =”"" 7‘*! wird zu 
ap 0er" or+n) mt =o@ o"' m+. 

10. Um die Verzweigungsgruppe näher zu untersuchen, denken 
wir uns eine sehr hohe Potenz P von ® als Modul genommen. Bei einer 
Substitution aus ®,; geht /7 über in 

IT’=II+eIl*' +... (mod. 9), 
und wegen des Automorphismus darf man diese Gleichung in eine belie- 
bige Potenz erheben: 


I" = I’ + ka mt+ 
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Hierbei erfahren also die Zahlen 77, I7?,..., 77°! eine lineare Sub- 
stitution. Sie ist aber von besonderer Art, nämlich alle Stellen unterhalb 
der Hauptdiagonale sind durch Nullen ausgefüllt, ferner bestehen die nach 
rechts oben an die Hauptdiagonale sich anschließenden schrägen Zeilen, 
die wir als Nebendiagonalen bezeichnen wollen, ebenfalls aus lauter Nullen 
bis zur -ten (exkl. der Hauptdiagonale), die aus den Resten «, 2«, 3«,... 
besteht. Eine solche Matrix bezeichnen wir, indem wir uns der Addition 
von Matrizen bedienen, mit #+ V, wobei E die Einheitsmatrix bedeutet 
und V, eine Matrix, bei der nur ein rechts oben befindliches Dreieck von 
0 verschiedene Stellen enthält. 

Die elementaren Regeln der Zusammensetzung ergeben: 

V; V, u Vi 
Nun seien die beiden Substitutionen ZE+YV, und E-+V, vertauschbar. 
Dann wird, da 
(E+V,) (E+ V,)=E+V,+V+VV, 
V,V,=V:.V. 

Lautet die i-te Nebendiagonale in V;: «, 2«, 3«,..., die k-te in V;: 
ßB,2ß,3Pß,..., so lautet die «+k-te in V,V;.: +1)eP, 2(+2)ePß, 
3(i+3) @ß,.... 

Da g eine sehr große Zahl ist, so schließen wir hieraus, daß 
(i+1)aß=(k+1)aß (mod. 9%) wird, d.h. daß «= k(mod.p). 

Nun ist eine Substitution aus der letzten Verzweigungsgruppe mit 
allen Substitutionen der Verzweigungsgruppe vertauschbar. Daraus schließen 
wir den Satz: 

Satz 4. Ist 8,,®,,... die Reihe der Verzweigungsgruppen, so sind 
die Indizes :,, %,,... einander kongruent mod. 7. 

Daher gilt diese Eigenschaft auch von den Zahlen L,L,... etc. bei 
Hiülbert*), denn diese stimmen überein mit ,+1,%,-+]1,.... 

1l. Nunmehr betrachten wir die p-te Potenz einer Substitution 
der letzten Verzweigungsgruppe. Sie gibt die identische Substitution, und 
daher muß für sie herauskommen 


IT’ = II (mod. Y). 





*) l.c. $ 44. 





tv 
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Da E mit V, vertauschbar ist, so wird 
(E+VP=E+pV,+()VE + Hp Pe + m. 
Läßt man zunächst V? weg, so wird 
IT’ = II (mod. P*+'*'), 
weil 9 in p- zur t-ten Potenz aufgeht, dagegen wird 
IT’ == II (mod. Y'*+'*?), 
Ist also g>t-+:+2 gewählt, so muß durch V? die Kongruenz 
wieder gewonnen werden. Das ist aber nur so möglich, daß 
t+.> pi 
ist, weil V? mindestens eine V,, ist. 
Aus dieser Ungleichung folgt: 
t 


Der höchste vorkommende Index einer Verzweigungsgruppe V, 


ist  < aa die Hulberischen Zahlen Z sind < — +1. 

1;; +: 

Betrachtet man also die Reste mod. P'”"1 , so erfahren sie bei 

jeder von E verschiedenen Substitution der Zerlegungsgruppe eine Ver- 
tauschung. 

Hiermit ist eine obere Grenze gewonnen worden für die Indizes « 

der Verzweigungsgruppen ®,, die man zu berücksichtigen hat. Der maxi- 


male Wert na kann höchstens dann eintreten, wenn © durch p teilbar 


ist, weil dasselbe für # gilt. 
Stellt nun Z+V, eine beliebige Substitution der Verzweigungs- 
gruppe dar, so wird (£+ V;)”’ eine Substitution von der Gestalt: (E+ V,,). 
Eine genauere Betrachtung von V? zeigt, daß man, falls « zu 2 
prim ist, den Index noch um 1 erhöhen kann. Die pi-te Nebendiago- 
nale in V? lautet nämlich: 

1. @+ 1). (2i +1)... (@-Di+D) or, 2@+2)...(P—-Di+2)er,... 
und die Faktoren 1,%+1,... durchlaufen ein vollständiges Restsystem 
mod. p, daher ist einer von ihnen durch p teilbar. 

Hieraus folgt der Satz*): 


*) Vgl. Fueter, Ein Satz über Iteration von Potenzreihen. Festschr. d. Na- 
turf. Ges. in Zürich 1917. 
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Satz 5. Die p-te Potenz einer Substitution aus ®, liegt in einer 
V;.+1, sobald «== 0 (mod.p) ist. Die p’-te Potenz liegt in einer Gruppe %, 
mit dem Index 
k=ıp +p'+ +1. 
Man kann noch hinzufügen, daß die Indizes einander mod. p kon- 
gruent sein müssen. Ist nun i der kleinste positive Rest von ‘ mod. 7, 
so lautet der Satz schließlich so: 


Satz 5’. Die p’-te Potenz einer Substitution aus ®, liegt stets in 


einer Gruppe Byrriwr-ir....n, wobei © den kleinsten nicht negativen Rest 
von i mod.» darstellt. 

i 
PT 
Substitution stetsin ®,,, aber nicht mehr in ®,;,.. Denn alsdann ist die 
Zahl 1(©+1)(27+ 1)... zu p prim. 


Ist © durch p teilbar und :< so ist die p-te Potenz einer 


$4. Anwendungen. 


12. Im Körper K sei die Zerlegungsgruppe des Primideals P Abelsch. 
Die Trägheitsgruppe sei von der Ordnung s.p’, wobei s prim ist zu 9, 
dann ist s der Index von ® unter %, und wie in $ 2 schließen wir 
p = 1 (mod. s). 

Die Trägheitsgruppe ist das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe 
& von der Ordnung s und der Verzweigungsgruppe ®, und beide sind Nor- 
malteiler von 3. Man bilde nun den zu & gehörigen Unterkörper. Er 
ist Galoissch im Zerlegungskörper, und 9°=p ist das darin liegende Prim- 
ideal, das durch $ teilbar ist. Wenn wir den Zerlegungskörper als Grund- 
körper zugrunde legen, statt des rationalen Körpers, so gelten genau die 
Sätze von $1. Wenden wir speziell Formel II an und bemerken, daß 
A!SA=S ist, so folgt: 

oo" = u. 

Diese Gleichung für « besitzt die Lösung «= 0, sowie diejenigen 

von 


1 
er , 


orig 


und die letztere hat nur noch p— 1 Lösungen. Daher kann « nur p ver- 
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schiedene Werte annehmen, nämlich, wenn « einen davon bezeichnet: 
v@e(?=0,1,...p—1), und wir schließen daraus, daß der Index einer Ver- 
zweigungsgruppe unter der vorhergehenden p ist. Hieraus folgt für p > 2, 
wie in $2, daß die Verzweigungsgruppe zyklisch ist. 

13. Für p = 2 liegen die Verhältnisse etwas komplizierter. Es sei 2’ 
wieder die Ordnung von ®, ferner p”*=1, dann ist I Primideal in jedem 
Unterkörper, der zum Trägheitskörper den Relativgrad 4 hat. Einen solchen 
betrachten wir jetzt. Die Verzweigungsgruppe ® ist von der Ordnung 4 
und wie in $2 eine ®, oder eine ®,. Nehmen wir den ersten Fall, so 


ist wegen Satz 4 ® eine ®, oder ®, usw. Ist A eine durch I, aber nicht 
durch I? teilbare Zahl und 

?+hi+,=0 
die Gleichung von A in einem relativ quadratischen Unterkörper. so erhält 
man für die Relativdifferente von 4: 


A—N=2i+ A. 
Und in dieser Differenz geht | höchstens zur 5-ten Potenz auf. Daher 


ist ® höchstens eine ®, und daher genau eine ®,. Der biquadratische 
Körper ist daher der zweimal überstrichene Verzweigungskörper des ganzen 


Körpers, denn auch hier muß ® eine %, sein, wenn ® eine ®, ist. Weiter 


schließen wir aber, daß es nur einen relativ zu ® quadratischen Körper 
geben kann, nämlich den zweimal überstrichenen Verzweigungskörper; denn 
jeder andere müßte eine Relativdifferente besitzen, die durch eine höhere 


Potenz von I teilbar ist. Also ist ® zyklisch, ® selber ist also zyklisch 
oder vom Typus (2’", 2). 

Wir fassen die Resultate zusammen im folgenden 

Satz 6. Ist die Zerlegungsgruppe von 9 Abeisch und hat die 
Trägheitsgruppe die Ordnung sp’, so ist p=1 (mod. s). Ferner ist für 
p>2 die Verzweigungsgruppe zyklisch, für p =2 ebenfalls zyklisch oder 
vom Typus (2, 2). 

Man sieht sofort, daß der Körper der p’*'-ten, resp. 2"*?.ten Ein- 
heitswurzeln gerade einen Unterkörper K’ besitzt, dessen Gruppe mit der 
Trägheitsgruppe von ® übereinstimmt. Adjungiert man ihn zu K, so ist 
die Zerlegungsgruppe eines Primteilers 9, von ® wiederum Abelsch, und wie 

Journal für Mathematik. Bd. 149. Heft 3/4. 24 
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in $2 zeigt man, daß die Ordnung der Trägheitsgruppe von 9%, dieselbe 
ist wie für 9. Daraus folgt, daß P durch Adjunktion des Kreiskörpers 
nicht Potenz eines Ideals wird und daß X’ in bezug auf K unverzweigt 
ist. Hieraus folgt der 

Satz 7. Ist die Zerlegungsgruppe eines Primideals 9 in X Abelsch 
und seine Trägheitsgruppe von der Ordnung sp’, so ist p= 1 (mod. s) 
und der Körper der p"*'-ten (2"**-ten) Einheitswurzeln enthält einen Unter- 
körper vom Grade s. 7’, dessen Relativdiskriminante zu X (1) ist. Soweit 
er nicht in X enthalten ist, bildet er also ein Stück des Klassenkörpers 
von K. 

14. Indem wir den von Herrn Fueter behandelten Fall verallge- 
meinern, stellen wir uns jetzt das Problem, eine Zerlegungsgruppe von 
folgender Art zu untersuchen: 3 besitzt einen Abeischen Normalteiler NR, 
dessen Ordnung eine Potenz der Primzahl ! und dessen Index 2 ist. 
Ist S eine Substitution des Normalteilers und 7 eine solche außerhalb 
desselben, so soll die Relation gelten: 

T"8T= 8, 

Ist zunächst das Primideal 9, dessen Zerlegungsgruppe durch 3 gegeben 
ist, prim zu /, so ist seine Verzweigungsgruppe die Einheitsgruppe, beste- 
hend aus der identischen Substitution. Die Trägheitsgruppe muß ein 
zyklischer Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe sein, und das kann 
nur R sein, denn R ist die einzige Abelsche Untergruppe mit zyklischer Fak- 
torgruppe. NR muß daher selber zyklisch sein. Ist /* die Ordnung von 9%, 
so ergibt sich aus Satz l, wo nun n=2, r=/* ist, B mit S zu bezeichnen 
ist und A mit T: 

T'8T“P=- 8" 
oder S’t'=E. 

Daraus folgt, daß p = — 1 (mod. /") ist. 

15. Nun sei ® ein Teiler von {. Wir bezeichnen daher jetzt 9 
mit &£, Nimmt man zunächst an, daß die Trägheitsgruppe von £ mit der 
Verzweigungsgruppe übereinstimmt, dann ist N die Verzweigungsgruppe 
und £ vom Grade 2 und Formel II ist anzuwenden mit A=[T, 


p=I,N=A. 
Es muß gelten: T"ST= T. 
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Nun ist S' von der Gestalt 4 = A— «.A'+! (mod. L'+?), daher 
wird do" =— a. 

Die Wurzeln sind «= 0 und diejenigen von 

a! go“ = —|l. 

Diese Gleichung hat wiederum 2—1 Wurzeln, und daraus schließen 
wir, daß der Index einer Verzweigungsgruppe unter der vorhergehenden / 
ist, und daraus folgt, wie im Abelschen Fall, daß für 2>2 die Verzwei- 
gungsgruppe zyklisch, für = 2 zyklisch oder vom Typus (2""',2) ist. 

16. Nunmehr sei die ganze Gruppe Trägheitsgruppe und 7 > 2. 
Dann ist £ ein Ideal vom ersten Grade und NR die Verzweigungsgruppe. 

Formel I ergibt: «#’=— « (mod. £) und daher f'= — 1 (mod. 2). 

Da f?=+1 ist, so muß : ungerade sein, also kommen nur solche 
Verzweigungsgruppen ®, vor, für die © ungerade ist. Außerdem müssen 
die verschiedenen Indizes « einander (mod. p) kongruent sein, nach Satz 4. 

Wir betrachten einen zum Verzweigungskörper relativen Körper vom 
Grade !. Es sei I das durch £ teilbare Primideal, dann geht in / genau 
die 2 /-te Potenz von I auf. 


Die Relativgruppe von der Ordnung / ist Verzweigungsgruppe von 
(. Ist sie eine ®,, so wird? < — == > =2+ N 

Ist daher !>3, so wird «<2. Nun muß < aber ungerade sein 
und daher gleich 1. Hieraus folgt, daß für einen Körper der betrachteten 
Art nur eine bestimmte Potenz von / in der Relativdiskriminante ent- 
halten sein kann, und die ganze Verzweigungsgruppe ist zyklisch. 

17. Für =3 gilt derselbe Satz, nur ist er etwas weniger ein- 
fach zu beweisen. Hier kann © =1 oder 3 sein. Nehmen wir nun einen 
Relativkörper vom Grade 9 zum Verzweigungskörper an, dessen Relativ- 


gruppe vom Typus (3,3) ist, mit den Basiselementen $, und $,. Ist 


die durch 8, erzeugte Gruppe die ®, dann ist sie sicher eine ®, oder 

®,,, weil ihr Index ungerade und =1 (mod. 3) sein muß. Es sei also: 
8: A’= 1+ A, (mod. £), wo A, durch % teilbar ist. 

Hieraus folgt, wenn wir die Substitutionen S, und S7 ausführen: 

Ss A=84+3%, A; 

EAN=S8A+S2A) 

und wenn wir die drei Kongruenzen multiplizieren: 


(mod. ®°), 
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Nm #=Nm, A+(Ap+ 5 Au+ Si Ao)+ A 
wenn A,8, 4874 mit A,, bezeichnet wird. 

Nun liegt Nm, A’=4 in dem zu der durch $, erzeugten Unter- 
gruppe gehörigen Körper, dessen Relativgrad 3 ist. Außerdem ist diese 
Zahl durch das in diesem Körper befindliche Primideal $° genau einmal 
teilbar. 

Es muß nun die Relativspur von A,, untersucht werden. 4; 8, Ayo. 
und $] A, mögen der Gleichung genügen: 

+unf+ysteo=). 
Dann ist die Differente von A,: 
3 Ao+ 2u Aut Y- 

In den drei Termen dieser Summe geht 2 zu verschiedenen Po- 
tenzen auf. Die Differente von A,, ist aber mindestens durch £?°* teilbar, 
daher # durch £'° und daher 8,4—2 durch (%)’. ; wäre also mindestens 
4 entgegen dem am Anfang Bewiesenen, also ist die Verzweigungsgruppe 
zyklisch. 

Ist schließlich = 2, so ist die ganze Gruppe Verzweigungsgruppe, 
und man beweist genau wie im Abelschen Fall, daß sie einen zyklischen 
Normalteiler vom Index 2 enthält, d.h. R ist zyklisch. 

Wir fassen alles zusammen in dem 

Satz 8: Ist die Zerlegungsgruppe von ® von der in 14. angege- 
benen Art, so ist, falls die durch ®$ teilbare Primzahl p +!: 

p=—1 (mod !"); 
falls 9=1>>2, ist der Abelsche Normalteiler NR Verzweigungsgruppe von 
9 und zyklisch; falls 2=1!=2, ist die Gruppe entweder Verzweigungs- 
gruppe, dann ist N zyklisch, oder N ist Verzweigungsgruppe und alsdann 
zyklisch oder vom Typus (2*"", 2). 
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